Лаззат Дюсембаева, Акнур Абилкасым
(Астана,  Казахстан)
ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЛОСКОЙ ЗАДАЧИ ДВУХКОМПОНЕНТНОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ
  Современная техника предъявляет повышенные требования к прочностным свойствам реализуемых машин, конструкций и сооружений, уменьшение их веса и размеров, что приводит к необходимости создания новых метода расчета, наиболее полно и адекватно учитывающих свойства реальных материалов. За последние годы это обстоятельство заметно усилило внимание исследователей задачам теории упругости неоднородных тел. В настоящее время композиционные материалы, состоящие из двух или нескольких материалов, обладающих различными механическими свойствами, находят все большее применение в различных областях техники.
Рассмотрим пластинку толщиной h, находящуюся в плоском напряженном состоянии .

Расположим оси х и у в срединной плоскости пластинки.

Граничные условия на поверхностях пластинки z =[image: image2.png]


 будут следующими:

при z =[image: image4.png]


    σz = 0,   τyz = 0,   τzx = 0.                                     (1)  

Так как это имеет место для любых х и у при z =[image: image6.png]


 , то

 [image: image8.png]


 Следовательно, из третьего уравнения равновесия (в котором надо положить Кz=0)
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вытекает, что при z =[image: image11.png]


                            

[image: image13.png]


(2)
Пользуясь разложением в ряд, мы можем выразить напряжение внутри пластинки через его значение (и значения производных) на поверхностях

σz (z) = σz (z =[image: image15.png]


                                          (3)

Принимая во внимание выражения (1.1) и (1.2), получим:

σz(z)=[image: image17.png]Hl




                                   (4)

Поэтому, если толщина пластинки мала по сравнению с прочими ее размерами, то без большой погрешности можно считать во всех ее точках напряжение σz равным нулю. 

Это предположение является основным в теории плоского напряженного состояния. Умножив первые два уравнения равновесия на [image: image19.png]


 и проинтегрировав а пределах от [image: image21.png]


до [image: image23.png]


 (при Ку=Кх=0), получим:
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                           (5)  

Последний интеграл в каждом уравнении обращается в нуль. В самом деле,

[image: image27.png]


                                           (6)

Остальные члены можно преобразовать следующим образом:

[image: image29.png]:—(dez)—f



                                         (7)

причем

[image: image31.png]


                                              (8)

суть средние  по толщине пластинки значения напряжений. Тогда уравнения равновесия (1.5) окончательно напишутся в следующем виде:
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                                               (9)

Рассуждая так же, как и в предыдущем параграфе, можем выразить все напряжения через функцию напряжений φ*(х, у):

[image: image35.png]


                                            (10)

Полагая в уравнениях, связывающих напряжения с деформациями, σz=0  и беря средние значения всех членов по толщине пластинки, будем иметь:

 [image: image37.png]


                                         (11)

Эти формулы совпадают с формулами для плоской деформации, но вместо постоянной v, в них постоянная v.

Средние по толщине пластинки значения деформаций [image: image39.png]


, [image: image41.png]


, [image: image43.png]


 связаны со средними значениями перемещений u*, v* следующими равенствами, легко получаемыми из:
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                           (12)

Для того чтобы по трем деформациям [image: image47.png]


, [image: image49.png]


, [image: image51.png]


 можно было определить два перемещения u*, v* ,нужно чтобы эти деформации удовлетворяли первому условию сплошности, которое для средних по толщине значений деформаций напишется так:

[image: image53.png]i it
v | ax?




.                                           (13)

Выражая деформации с помощью (1.11) и (1.10) через функцию напряжений φ* и подставляя в (1.13), найдем дифференциальное уравнение для функции φ*:

[image: image55.png]


                                      (14)

совпадающее по виду с уравнением (13), выведенными для задачи о деформации.

Если на контуре пластинки заданы внешние нагрузки (средние по толщине) F*nx, F*ny, то граничные условия для функции φ* будут на основании (1.10) иметь вид:
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                            (15)

Сравнивая уравнения плоского напряженного состояния с уравнениями плоской деформации, мы видим, что они имеют совершенно одинаковую структуру и различаются лишь в следующем:

1) В то время, как формулы для плоской деформации входят обычные напряжения, деформации, перемещения и поверхностные силы, в формулы для плоского напряженного состояния входят средние по толщине значения этих величин;

2) Коэффициент Пуассона v в формулах для плоского напряженного состояния соответствует несколько больший по численной величине коэффициент v ,=[image: image59.png]


 в формулах для плоской деформации;

3) Решение задачи о плоской деформации является точным в том смысле, что при изложенных предположениях о граничных условиях все 

     уравнения теории упругости оказываются удовлетворенными; 

4) напротив, в основе решения задачи о плоском напряженном состоянии лежит неточное допущение, что σz=0, поэтому если вычислить при этом предположении не только три деформации, входящие в уравнение (1.13), а все шесть и подставить их в условия сплошности, то некоторые из этих условий не будут удовлетворяться.

Практически, однако, точность решения задачи о плоском напряженном состоянии, неоднократно проверенная на опыте, оказывается вполне достаточной.

Заметим, что ни в дифференциальные уравнения (16) и (14) для функции напряжений, ни в граничные условия (19) и для случая, когда заданы поверхностные силы, не входят постоянные G,  v или v,, характеризующие упругие свойства материала.

Если рассматриваемое тело односвязно, то дифференциальное уравнение и граничные условия вполне определяют функцию φ (или φ*) и имеет место следующая теорема (ЛЕВИ – МИТЧЕЛА): в плоской задаче для односвязного тела, на поверхности которого заданы внешние нагрузки, напряжения σх,  σу и τху не зависят от материала тела, а также оказываются одинаковыми при плоской деформации и при плоском напряженном состоянии. В случае многосвязного тела (с отверстиями) должны быть выполнены дополнительные условия однозначности перемещений, в которые могут войти (но не во всех случаях входят) постоянные v или v,.

Доказано, что напряжения не зависят от v или v, лишь в тех случаях, когда равны нулю главные векторы нагрузок, приложенных к каждому замкнутому контуру в отдельности. Упругие постоянные обязательно входят в решение, если на всей поверхности или на ее части заданы перемещения.

В следующих параграфах при рассмотрении примеров плоского напряженного состояния мы будем опускать в обозначениях звездочки, означающие усреднение по толщине.
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