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АКСІОМАТИЧНИЙ МЕТОД, ЙОГО ГЕНЕЗИС ТА ЕТАПИ РОЗВИТКУ
"Ніяку проблему неможна розв’язати на тому ж рівні, на якому вона виникла". Альберт Ейнштейн 
Проблема застосування аксіоматичного методу неодноразово привертала до себе увагу багатьох дослідників. Аксіоматичний метод побудови наукових дисциплін, при якому в його основу кладуться деякі вихідні положення - аксіоми, або постулати, з яких всі інші істинні твердження цієї науки 
(теореми) повинні виводитися чисто логічним шляхом, за допомогою доказів. Призначення аксіоматичного методу полягає в обмеженні свавілля при прийнятті наукових думок як істини даної теорії. Побудова науки на його основі зазвичай називається дедуктивною. В тій чи іншій мірі дедуктивні докази, характерні для аксіоматичного методу, застосовуються в багатьох науках: у викладі філософії (Б. Спіноза), соціології (Дж. Віко), політичній економії (До. Родбертус-Ягецов), біології (Дж. Вуджер) і інших наук, але головною областю його застосування нашого часу залишаються математика і символічна логіка, а також деякі розділи фізики. Вважається, що математична наука досягає довершеності тільки тоді, коли вона приймає характер аксіоматичної теорії, і цей метод значною мірою обумовлює ефективність математики у процесі пізнання оточуючого світу. Відомий Луї де Бройль звертав увагу на те, що «аксіоматичний метод може бути гарним методом класифікації або викладання, але він не є методом відкриття». 
В сфері дослідження проблем філософських засад системного обґрунтування основ математики для нас є досить вагомими наукові підходи і дослідження сучасних авторів: Міронова В.В., Паршина О.М., Пермінова В.Я., Антакова С.М., В.С.Стьопіна, Баксансього О.Е., Султанової Л.Б., Попова В.Г., Вечтомова Е.М., В.І.Арнольда, А.С.Есеніна-Вольпіна. 

Метою даної роботи є розкриття ролі, яку відіграє аксіоматичний метод в єдиному методі обґрунтування основ математики. 

Досягнення мети роботи вимагає рішення основних завдань: визначення рівня уявлень про аксіоматичний метод, його генезис і етапи розвитку в працях філософів і математиків від античності до наших часів, виявив характерні риси кожного з етапів;  уточнення сучасних вимог до систем аксіом. 

Відомо, що вперше аксіоматичний метод з’явився в роботах давньогрецьких вчених, але і єгиптяни, і індуси не застосовували його в своїх працях.  Перша стадія у розвитку аксіоматичного методу пов’язана з побудовою геометрії в Древній Греції. Основне згадування цього періоду — «Начала» Евкліда (хоча, і Піфагор, якому приписується відкриття аксіоматичного методу, а потім Платон і його учні немало зробили для розвитку геометрії на основі аксіоматичного методу). У той час вважалося, що як аксіоми повинні вибиратися думки, істинність яких «самоочевидна», так що істинність теорем вважалася гарантованою бездоганністю самої логіки. 
Постулати Евкліда: 

1. Потрібно, щоб від кожної точки до всякої іншої точки можна б було провести пряму лінію.

2. І щоб кожну пряму можна було невизначено продовжити.

3. І щоб з будь-якого центра можна було описати коло.

4. І щоб усі прямі кути були б рівні.

5. І щоб усякий раз, коли пряма при перетині з двома іншими прямими утворює з ними внутрішні односторонні кути, сума яких менше двох прямих, ці прямі перетинаються з тієї стороні, з якої ця сума менше двох прямих.

Але Евкліду не вдалося обмежитися чисто логічними засобами при побудові геометрії на основі аксіом. Він охоче удавався до інтуїції в питаннях, що стосуються безперервності, взаємного розташування і рівності геометричних об’єктів. Втім, за часів Евкліда такі звернення до інтуїції могли і не сприйматися як вихід за межі логіки — перш за все тому, що сама логіка не була ще аксіоматизована (хоча часткова формалізація логіки, здійснена Аристотелем і його послідовниками, і була деяким наближенням до аксіоматизації). Не було і достатньої виразності у введенні первинних понять і при визначенні нових понять. Не існувало точного опису того, що слід розуміти під логічним доведенням, і в міркуваннях зустрічалися посилання на геометричну очевидність. Не було чіткості у введенні понять. Найбільш слабкі місця у  Евкліда: намагання визначити виключно всі поняття; визначення нечіткі, логічно не виправдані; система аксіом неповна, немає аксіоми неперервності, відсутні аксіоми руху; система аксіом залежна: 4-й постулат –лишній – рівність кутів можна довести із інших постулатів; переконливість логіки підтверджується наочними уявленнями, що означає, «Начала» логічно досконалого обґрунтування геометрії не містять. [12, с.26]
Протягом багатьох століть даний метод вдосконалювався. Вагомий внесок зроблено Архімедом Сіракузьким (287-212 р до н.е.), Ератосфеном Кіренским (276-194 р. до н.е.), Аполониєм Пергським (265-170 р. до н.е.). Дуже цікава в цьому відношенні робота Архімеда «Числення піщинок (Псаміт)», в якій розв’язується задача на визначення числа піщинок у просторі всесвіту за допомогою аксіоматичного методу. [12, с.17] Коментарії грецьких вчених відносяться до визначення понять, що вводяться, аксіом, постулатів. Багато у цьому напрямку зробив найбільш відомий серед всіх грецьких коментаторів Евкліда Прокл. Вчені середньовіччя ал-Джухарі, Сабіт ібн Корра, Ібн Сіна, ал-Біруні і багато інших розвивали в своїх трудах аксіоматичний метод. В основному це були теорії про паралельні прямі, які засновано на ідеї доведення п’ятого постулату Евкліда. В епоху Відродження і після вчені намагалися покращити роботу Евкліда: «Відновлений Евклід»(Бореллі, 1658р.), «Евклід, звільнений від усяких плям» (Саккері, 1733 р.) та інші. Таким чином, в результаті критичного відношення до змісту «Начал», було виявлено істотні помилки застосування аксіоматичного методу, які перш за все стосувалися вихідних положень. 
П’ятий постулат і до нашого часу не залишав спокою людям, зацікавленим його доведенням. Спроби доведення п’ятого постулату внесли вагомий вклад в розвиток аксіоматичного методу. Перші відомі нам доведення V постулату Евкліда в Європі запропонував Лев Герсонід (або Леві бен Гершон (1288-1344), який жив у Провансі (Франція) і маловідомий нам Альфонсо (ХV ст..). Зміцніло тверде переконання в тому, що п’ятий постулат – це теорема, яку Евклід не зміг довести. Її намагалися розв’язати протягом двох тисяч років найкращі геометри Греції і Візантії, Сходу і Заходу. Повчальним є шлях, яким йшов до своєї геометрії Лобачевскій. Постулат Евкліда для Лобачевского є довільним, він не може бути а ні доведеним і не допущеним. Він повинен бути перевірений дослідом і спостереженням. Складній і абстрактній структурі природи п’ятого постулату повинен відповідати глибоко продуманий експеримент. Але всякій експеримент описується в межах визначеної теорії, в даному випадку, на основі визначеної геометричної бази. Якщо за дану базу прийняти геометрію Евкліда, то можна опинитися в порочному колі. Значить, для перевірки евклідової геометрії необхідно розробити іншу геометрію, яка заснована не на ствердженні п’ятого постулату Евкліда, а на його запереченні. Цю геометрію і розробив Лобачевскій. Він використав по суті фізичний стиль мислення. Відкриття геометрії Лобачевского мало велике філософське значення, так як воно підсилило точку зору матеріалістів. В свій час Кант стверджував, що людський розум може дати лише чисто суб’єктивну картину світу. По філософії Канта, просторові представлення можливі тільки в межах геометрії Евкліда, всі математичні положення не залежать від досвіду, а безпосередньо витікають з розуму – апріорні, при доведенні цього він спирався на положення очевидності аксіом.

Міркування в геометрії необхідні, так як однієї інтуїції недостатньо для того, щоб розібратися в складній ситуації, з якою ми стикаємося, розглядаючи відношення між об’єктами, що вивчаються. Введення аксіоматичного методу полегшує з’ясування логічних зв’язків між поняттями, що вивчаються, і надає  викладенню науки строгість. [7, с.121] Для сучасної математики в цілому характерним є аксіоматичний підхід. Аксіоматичний виклад геометрії протягом багатьох століть вважається ідеалом будь-якої науки. Як відбувається аксіоматична побудова деякої теорії?

1. Вибираються основні первинні поняття і відношення даної теорії, які не визначаються.

2. Виділяються деякі первинні твердження – аксіоми, встановлюються зв’язки між первинними поняттями і відношеннями і які приймаються без доведень.

3. Всі основні поняття, які вводяться, визначаються через раніше виділені поняття і відношення; всі нові твердження (теореми) теорії доводяться на основі раніше виведених понять і аксіом (або попередніх теорем).

Правила виводу одних істинних припущень із інших в межах даної теорії не досліджується, а являється предметом математичної логіки. [12, с.14]

Для втілення аксіоматичної теорії в конкретній множині об’єктів використовується її інтерпретація (або модель), яка являє собою не порожню множину, для якої вказані первинні поняття і відношення і виконуються аксіоми даної теорії. Так, наприклад, в моделі векторного простору роль вектора може грати матриця, яка складається з дійсних чисел, або впорядкована система дійсних чисел. Як же використовується аксіоматичний метод в математичній творчості? Саме тут, пише Бурбакі, аксіоматика більш за все зближується з експериментальним методом. Слідуючи Декарту, вона «розділяє труднощі, щоб краще їх розрішити». В доведеннях складної теорії вона намагається роз’єднати головні пружини міркувань, які там фігурують, і, взявши їх кожну окремо, вивести з них наслідки (розщеплення моделей або структур, про який ми говорили вище); потім, повертаючись до вихідної теорії, вона знов комбінує попередньо виділені структури і вивчає, як вони взаємодіють між собою.

Кожна система аксіом повинна задовольняти загальні вимоги: несуперечливості, повноти і незалежності.  [12, с.15]

Система аксіом називається внутрішньо не суперечливою, якщо з неї неможна отримати логічним шляхом два твердження, з яких одне є запереченням іншого. Будь-яке математичне доведення несуперечливості є відносним: воно тільки зводить питання про несуперечливість однієї теорії до питання про несуперечливість іншої. Так, несуперечливість геометрії Лобачевского була встановлена в припущенні про несуперечливість геометрії Евкліда, а питання несуперечливості останньої – до проблеми несуперечливості арифметики. Мета кожного доведення несуперечливості – звести питання до аналогічного питання такої теорії, несуперечливість якої здавалася більш обґрунтованою. Тут велике значення має друга теорема Геделя про неповноту, яка стверджує, що несуперечливість аксіоматичної теорії, яка містить арифметику, неможливо довести за допомогою засобів самої цієї теорії. 
Вимога повноти означає, що додавання до даної системи аксіом якої-небудь нової аксіоми, яка з них не виводиться, не повинно систему аксіом перетворювати на суперечливу. Тобто повнота гарантує існування відповіді на будь-яке питання, яке поставлена в границях даної теорії. Аксіома паралельності Евкліда виявила неповноту системи аксіом абсолютної геометрії.

Незалежність системи аксіом означає, що жодна з аксіом даної системи не може бути виведена з інших. Для того, щоб довести незалежність системи аксіом, достатньо викреслити її зі списку, замінити запереченням і довести несуперечливість нової системи аксіом. Так поступив Лобачевский з аксіомою паралельності Евкліда і нова система аксіом дала можливість обґрунтування гіперболічної геометрії на площині і в просторі.
Завдяки аксіоматичному методу теоретична математика задала еталон строгості викладання усьому наступному точному знанню, фактично виявилася першою загальноприйнятою теоретичною системою і ідеал науковості багато століть формувався саме за її зразком. 
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