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ЗАДАЧА О СТАБИЛЬНЫХ МЭТЧИНГАХ
Концепция принятия решения рассматривает решение как сознательный выбор игроком одного из множества результатов. Формализируем набор результатов, из которых этот выбор должен быть сделан.

Пусть X - (конечное) множество исходов с общими элементами x, y, z. Элементы этого множества являются взаимоисключающими (выбор одного подразумевает отказ от других). Например, X может представлять собой набор кандидатов на выборах, и игроку необходимо выбрать за кого отдать свой голос. Или он может представлять собой набор дипломатических и военных действий - бомбардировки, вторжения на земли, санкции - среди которых игрок должен выбрать один для реализации.

Стандартный способ моделирования игрока - это отношение предпочтений, иногда называемое двоичное отношение. Отношение на X представляет собой относительные достоинства любых двух результатов для игрока в отношении некоторого критерия. 
Мы будем писать x ≻ y, когда мы имеем в виду, что x строго предпочтителен y, и x ≽ y всякий раз, когда мы имеем в виду, что x слабо предпочтительнее y; x ~ y - когда мы имеем в виду, что игроку безразличен выбор между x и y. 
Предположим, мы представим игроку две альтернативы и попросим его ранжировать их согласно некоторых критериев. Есть четыре возможных ответа:

1) x лучше y и y не лучше x; 2) y лучше, чем x и x не лучше y; 3) x не лучше y и y не лучше x; 4) x лучше y и y лучше, чем x.
Предположение 1. Предпочтения асимметричны: не существует пары  x и y из X такой, что x ≻ y и y ≻ x .
Мы также должны требовать от игрока возможности судить о каждом варианте, который нас интересует. В частности, он должен иметь возможность сравнить третий вариант, z, с начальными двумя вариантами. 
Предположение 2. Предпочтения обратно транзитивны: если x ≻ y , то для любого третьего элемента z  либо x ≻ z , либо z ≻ y , либо и то, и другое.
Есть несколько свойств, которые мы теперь определяем, и все они подразумеваются двумя предположения выше:
1. Иррефлексивность: для x нет x ≻ x .

2. Транзитивность: если x ≻ y и y ≻ z , то x ≻ z .

3. Ацикличность: если для данного конечного целого n , x1 ≻ x2 , x2 ≻ x3 , ..., xn-1 ≻ xn , то xn ≠ x1.
Предложение 1. Если «≻» асимметрично и отрицательно транзитивно, то
1. ≽ является полным : для всех x, y ∈ X, x ≠ y либо x ≽ y, либо y ≽ x, либо и то, и другое;
2. ≽ транзитивно : если x ≽ y и y ≽ z, то x ≽ z;
3. ~ рефлексивно : для всех x ∈ X x ~ x
4. ~ симметрична : для всех x, y ∈ X, x ~ y влечет y ~ x;
5. ~ транзитивна : если x ~ y и y ~ z, то x ~ z;
6. Если w ~ x, x ≻ y и y ~ z, то w ≻ y и x ≻ z.
Определение 1. Отношение предпочтений ≽ рационально, если оно является полным и транзитивным.
Рассмотрим множество альтернатив X. Функция полезности u(x) присваивает числовое значение x ∈ X, так что порядок ранжирования этих альтернатив сохраняется. 
Функция u : X → R является функцией полезности, представляющей отношение предпочтений ≽  если для всех x, y ∈ X выполнено следующее:x ≽ y  u(x) ≥ u(y).
Существует множество функций полезности, которые могут представлять одно и то же отношение предпочтений. Отметим, что предпочтения являются порядковыми, то есть они определяют ранжирование альтернатив, но не насколько они обособлены друг от друга (интенсивность). 
Кардинальные свойства - это те, которые не сохраняются при строго возрастающих преобразованиях. Например, поскольку функция присваивает числовые значения различным альтернативам, величина любых расхождений в значениях функции полезности между двумя альтернативами является кардинальной.

Мы хотим использовать функцию полезности, потому что вместо изучения условий, при которых отношения предпочтений дают максимальные значения для набора альтернатив, легче указать численное представление, а затем применить стандартные методы оптимизации, чтобы найти максимум. Таким образом, «лучшие» варианты из множества X - это именно те варианты, которые имеют максимальные утилиты. На этом этапе стоит подчеркнуть, что у игроков нет служебных функций. Скорее, они имеют предпочтения, которые мы можем представить (для аналитических целей) с помощью функций полезности.

Замечание 1. Отношение предпочтений ≽ может быть представлено функцией полезности только в том случае, если оно задано рациональным.
Замечание 2. Если множество X, на котором определено ≻, конечно, то ≻ допускает численное представление, если и только если оно асимметрично и обратно транзитивно.

Пусть есть агенты двух типов. У агентов одного типа есть предпочтения на множестве агентов другого типа. Нужно распределить агентов одного типа по агентам другого типа. Эта задача была была сформулирована и решена в [1]. Рассмотрим данную задачу на моделе свадебного рынка (one-to-one matching).

В модели свадебного рынка есть два непересекающихся множества агентов:

M = {m1, ..., mk}, k ⩾ 1, –– мужчины; W = {w1, ..., wl}, l ⩾ 1, –– женщины.

У произвольной женщины w есть предпочтения P(w) на множестве M ∪ {w} (помимо мужчин доступна альтернатива «остаться одинокой»).

У произвольного мужчины m есть предпочтения P(m) на множестве W ∪ {m} (помимо женщин доступна альтернатива «остаться одиноким»).

Потребуем, чтобы предпочтения мужчин и женщин были полными и транзитивными. Тогда их можно записывать в виде цепочек возможных альтернатив, расположенных в порядке убывания привлекательности.

Пример. Пусть k = 3, l = 3. Запишем предпочтения агентов:

P(m1): w2 ≻ w3 ≻ w1 ≻ m1

P(m2): w1 ≻ w3 ≻ w2 ≻ m2

P(m3): w1 ≻ w2 ≻ w3 ≻ m3

P(w1): m3 ≻ m2 ≻ m1 ≻ w1

P(w2): m1 ≻ m3 ≻ m2 ≻ w2

P(w3): m3 ≻ w3 ≻ m2 ≻ m1

Мэтчинг μ –– произвольное разбиение мужчин и женщин на пары, при котором:

· каждый мужчина либо оказывается в паре с одной из женщин, либо остается один;

· каждая женщина либо оказывается в паре с одним из мужчин, либо остается одна.
Партнер женщины w в мэтчинге μ обозначается через μ(w), партнерша мужчины m –– через μ(m).

Мэтчинг μ обладает свойством индивидуальной рациональности, если:

· для любого мужчины m альтернатива μ(m) не хуже альтернативы m;

· для любой женщины w альтернатива μ(w) не хуже альтернативы w.
Мэтчинг μ обладает свойством парной рациональности, если не существует таких m и w, что:

· для мужчины m альтернатива w лучше альтернативы μ(m);

· для женщины w альтернатива m лучше альтернативы μ(w).
Мэтчинг μ называется стабильным, если он обладает свойствами индивидуальной рациональности и парной рациональности.

В приведенном выше примере рассмотрим три мэтчинга:

μ1:



μ2:



μ3:

m1  m2  m3


m1  m2  m3


m1  m2  m3   ·

w2  w3  w1


w2  w1  w3


w2   ·     w1  w3

В мэтчинге μ1 не все довольны: w3 хочет развестить; в мэтчинге μ2 m3 и w1 хотят сбежать вместе. Стабильный мэтчинг в данном примере - μ3. Здесь кто-то один или какая-то пара не может ничего изменить.

Нобелевская премия по экономике в 2012 году присуждена Элвину Роту (Гарвардский университет, США) и Ллойду Шепли (Калифорнийский университет, США) за «теорию стабильного распределения и практическое применение рыночных моделей». 

В заявлении комитета сказано, что премия вручена за решение «центральной проблемы для экономики: как наилучшим способом свести друг с другом различных [экономических] агентов». «Например, учащихся нужно свести со школами, а доноров, которые могут предоставить органы для трансплантации, — с нуждающимися в них пациентами. Как наиболее эффективным образом свести эти стороны? Какие методы для каких групп будут выгодны? Премия присуждается двум ученым, которые ответили на эти вопросы, совершив путешествие от абстрактной теории о стабильном распределении к практической модели рыночных институтов».

Это решение доказало, что всегда существует хотя бы один стабильный мэтчинг. Алгоритм назван «Алгоритм отсроченного приятия предложения (одобрения)» (DAA: Deferred Acceptance Algorithm):

1. Каждый мужчина, которого сейчас не удерживает женщина, делает предложение наилучшей из тех женщин, которые ему пока не отказывали.

2. Каждая женщина удерживает предложение наилучшего мужчины из множества, включающего: удерживаемого ею на данный момент мужчину (если таковой имеется); мужчин, только что сделавших ей предложение, которые лучше альтернативы «остаться одной». Всем остальным отказывает.

3. Если есть хотя бы один мужчина, который получил отказ, то возвращаемся

к шагу 1. Если таких мужчин нет, то алгоритм останавливается. 

Для этого примера, если первый шаг делают мужчины, мэтчинг таков:

μ1:

m1 m2 m3

w1 w2 w3

Свойство 1. В результате реализации DAA получается стабильный мэтчинг.
Выше мы рассмотрели алгоритм, в котором первыми делают предложение мужчины, –– это M-proposing DAA. Но существует также W-proposing DAA –– алгоритм, в котором первыми делают предложение женщины. Если применить W-proposing DAA к примеру, то получится следующий мэтчинг 

μ2:

m1 m2 m3

w1 w3 w2 

Женщина w называется достижимой для мужчины m, если существует стабильный мэтчинг μ, такой, что μ(m) = w. Мужчина m называется достижимым для женщины w, если существует стабильный мэтчинг μ, такой, что μ(w) = m.
Свойство 2. В результате реализации M-proposing DAA каждый мужчина получает наилучшую из достижимых для него женщин. В результате реализации W-proposing DAA каждая женщина получает наилучшего из достижимых для нее мужчин. 

Свойство 3. Если есть два стабильных мэтчинга μ1 и μ2, причем для всех мужчин мэтчинг μ1 не хуже мэтчинга μ2, то для всех женщин мэтчинг μ1 не лучше  мэтчинга μ2. 
Следствия из свойств 2 и 3.

В результате реализации M-proposing DAA получится мэтчинг, который будет наилучшим из стабильных мэтчингов для мужчин и наихудшим из стабильных мэтчингов для женщин. В результате реализации W-proposing DAA получится мэтчинг, который будет наилучшим из стабильных мэтчингов для женщин и наихудшим из стабильных мэтчингов для мужчин. 
Женщина w2 не очень довольна своим партнером в мэтчинге µ1. Что она может сделать? Что, если женщина w2 схитрит и выдаст вместо своих предпочтений P(w2): m3 ≻ m2 ≻ m1 ≻ w2 предпочтения P ′ (w2): m3 ≻ w2 ≻ m1 ≻ m2?

P(m1): w3 ≻ w2 ≻ w1 ≻ m1

P(m2): w2 ≻ w3 ≻ w1 ≻ m2

P(m3): w3 ≻ w2 ≻ w1 ≻ m3

P(w1): m2 ≻ m3 ≻ m1 ≻ w1

P′(w2): m3 ≻ w2 ≻ m1 ≻ m2

P(w3): m2 ≻ m3 ≻ m1 ≻ w3

Получаем мэтчинг

μ3:

m1 m2 m3

w1 w3 w2

Для w2 всё очевидно лучше: схитрив, она добилась m3.

Заметим, что при реализации M-proposing DAA заявлять ненастоящие предпочтения может быть выгодно только женщинам –– мужчинам же всегда выгодно заявлять свои настоящие предпочтения. При реализации W-proposing DAA заявлять ненастоящие предпочтения может быть выгодно только мужчинам –– женщинам же всегда выгодно заявлять свои настоящие предпочтения.
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