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КВАТЕРНІОНИ
[bookmark: _GoBack]ТА ЇХ ЗАСТОСУВАННЯ В ПРОГРАМУВАННІ ІГОР
У програмуванні ігор з 3D інтерфейсом важливим завданням є поворот об’єкта у тривимірному просторі.
Які будуть потрібні параметри, для того, щоб однозначно задати орієнтацію в тривимірному просторі?
Можливо, це лише дві сферичні координаті, проте вони задають тільки напрямок і залишається ще одна вісь, що йде уздовж цього напрямку, обертання навколо якої не зафіксовано. Вводимо ще один параметр-кут повороту навколо цієї осі і отримуємо, так звані, кути Ейлера.
Кути Ейлера- (roll), (pitch) і (yaw) - це три кути, які задають потрійний послідовний поворот системи координат кругом трьох її осей. Цей спосіб завдання повороту спочатку здається найпростішим і логічним, проте це ілюзія.Кути Ейлера схильні до Gimbal lock.
(«блокування обертання», назва пов'язана з пристроєм механічного гіроскопа) суть якого в тому, що на полюсах нашої координатної сфери знаходяться дві точки сингулярності, в яких два кути призводять до повороту навколо однієї і тієї ж осі, що призводить до неоднозначності. Це серйозний мінус - всюди, де використовуються кути Ейлера, доводиться робити поправку на окремий випадок Gimbal lock.
Інший спосіб описати поворот простору -  це матриця повороту (3 × 3 для тривимірного випадку). Задані матрицями повороти можна комбінувати звичайним множенням матриць. Однак, дві матриці можна інтерполювати безпосередньо. Матриця повороту є відображенням повороту навколо довільного одиничного вектора на довільний кут, що, приводить до кватерніонів.
Порівняно з використанням матриць перетворень для обертання об’єкта кватерніони дозволяють вирішувати це завдання більш зручним способом, оскільки безпосередньо задають вісь та кут обертання.
Кватерніони (від лат. Quaterni, по чотири) - система гіперкомплексних чисел, що утворює векторний простір розмірністю чотири над полем дійсних чисел.
Багато ігрових програмістів вже відкрили дивовижний світ кватерніонів і почали їх широко використовувати. Кілька ігор третьої особи, використовують чотириступеневі обертання, щоб анімувати всі рухи камери. Кожна сторона гри має віртуальну камеру, розташовану на деякій відстані позаду або на бік персонажа гравця. Рух камери може виявитися неприродним і занадто "розмитим" для того, щоб гравець розпізнавав всі дії. От де кватерніони приходять на допомогу. Ще одне загальне застосування кватерніонів - це військові та комерційні тренажери. Замість того, щоб маніпулювати орієнтацією площини за допомогою трьох кутів (roll, pitch, and yaw), що представляють обертання навколо осі x, y та z, відповідно, простіше використовувати єдиний кватерніон. Якщо зберігається орієнтаціяза допомогою кватерніонів, то для обчислень легше додавати кутові швидкості до кватерніонів, ніж до матриць.
Ігри запускаються з різними частотами кадрів на різних комп'ютерах, тим самим впливаючи на гладкість обертання. Це хороший час для використання кватерніонів, метод, який вимагає лише двох-трьох орієнтацій, що представляють собою просте обертання об'єкта. Також можна динамічно коригувати кількість інтерполізованих позицій, щоб відповідати певній частоті кадрів.
Використовуючи кватерніони, ми можемо визначити кілька методів, що представляють собою обертальну інтерполяцію в 3D-просторі. Перший метод, називається SLERP(spherical linear interpolation), який використовується для плавної інтерполяції точки між двома орієнтаціями. Другий спосіб - це розширення SLERP, яке називається SQUAD(Spherical and QUADrangle), яке використовується для інтерполяції через послідовність орієнтацій, які визначають шлях. 
SLERP
SLERP означає сферичну лінійну інтерполяцію. SLERP забезпечує спосіб плавно інтерполюючи точку щодо двох орієнтацій. Представимо першу орієнтацію як q1, а другу - як q2. Точка, яка буде інтерпольована, буде представлена ​​p, а інтерполяційна точка буде представлена ​​p'. Параметр інтерполяції t буде інтерполювати p від q1, коли t = 0 до q2, коли t =1.
Стандартна лінійна інтерполяційна формула:
p '= p1 + t (p2-p1)
Загальні кроки для застосування цього рівняння:
· Вичислити різницю між p1 і p2.
· Взяти фракційну частину цієї різниці.
· Відрегулювати початкове значення дрібною різницею між двома точками.
Ми можемо використовувати той же основний принцип для інтерполяції між двома кватерніонними орієнтаціями.
QUATERNION DIFFERENCE
Перший крок, це те що ми повинні обчислити різницю між q1 і q2. Що стосується кватерніонів, це еквівалентно обчисленню кутової різниці між двома кватерніонами.
Δq=
QUATERNION EXPONENTIATION
Наступним кроком є дрібна частина цієї різниці. Ми можемо обчислити дробову частину кватерніону, піднімаючи її до потужності, значення якого знаходиться в діапазоні [0 ... 1].
Загальна формула для кватерніонного експонування є:
qt=exp(t log q)
FRACTIONAL DIFFERENCE OF QUATERNIONS
Для обчислення інтерполяції кутового обертання ми регулюємо оригінальну орієнтацію q1 дрібною частиною різниці між q1 і q2.
q '= q1()t
Це загальний вигляд сферичної лінійної інтерполяції з використанням кватерніонів. Проте це не та форма рівняння SLERP, яка звичайно використовується на практиці.
Ми можемо застосувати аналогічну формулу для проведення сферичної інтерполяції векторів до кватерніонів. Загальна форма сферичної інтерполяції для векторів визначається як:

Існує дві проблеми з цією реалізацією, які необхідно враховувати під час впровадження.
По-перше, якщо кватерніонна точка призводить до негативного значення, то отримана інтерполяція буде проходити дуже "довгий шлях" навколо 4D сфери. Щоб вирішити цю проблему, ми можемо протестувати результат, а якщо він негативний, то ми можемо заперечувати одну з орієнтацій. Відхилення скалярної та векторної частини кватерніону не змінює орієнтації, яку вона представляє, але завдяки цьому можна гарантувати, що обертання буде застосовано на "найкоротшому" шляху.
Інша проблема виникає, коли кутова різниця між q1 і q2 дуже мала, тоді як sin θ стає 0. Якщо це станеться, тоді отримаємо невизначений результат, розділивши на sin θ. У цьому випадку ми можемо відмовитися від використання лінійної інтерполяції між q1 і q2.
SQUAD
Так само, як SLERP можна використовувати для обчислення інтерполяції між двома кватерніонами, SQUAD (сферичний чотирикутник) може використовуватися для плавної інтерполяції по шляху обертання.
Якщо у нас є послідовність кватерніонів:
q1, q2, q3, ⋯, qn-2, qn-1, qn
Також  визначимо "допоміжний" кватерніон (s), який можна вважати проміжною контрольною точкою:
si = exp 
Тоді орієнтація вздовж sub-кулі визначається:qi-1, qi, q i+1, q i-2в момент t, визначається: 
squad (qi, q i+1, si, si + 1, t) = slerp (slerp (qi, q i+1, t), slerp (si, si + 1, t), 2t (1-t))
Тепер, покажемо деякі базові операції над кватерніонами. Якщо q та q' є двома орієнтаціями, представленими як кватерніони, можемо визначити операції  над цими кватерніонами.
Основні операції з використанням кватерніонів:
Addition: q + q'= [w + w', v + v} 
Multiplication: qq' = [ww'-v · v',  vxv' + wv' + w'v] . 
Примітка: Множення кватерніонів не комутативне, тобто q * p! = p * q 
Conjugate: q * = [w, -v]
Norm: N (q) = w2 + x2 + y2 + z2
Inverse: q-1 = q * / N (q) 
Unit Quaternion: q є одиничним кватерніоном, якщо N (q) = 1, а потім q-1 = q* 
Identity: [1, (0, 0, 0)] (при участі множення) і [0, (0, 0, 0)] (при включенні додавання)
 Всі інші операції можна легко отримати з цих базових. Кожен кватерніон можна побудувати в 4D-просторі (оскільки кожен кватерніон складається з чотирьох частин), і цей простір називається кватерніонним. Одиниці кватерніонів мають властивість, що їх величина одна, і вони утворюють підпростір кватерніонного простору. Цей підпростір можна представити як 4D сферу. Надзвичайно важливо зазначити, що лише одиничні кватерніони являють собою повороти, і ви можете припустити, що коли згадуються кватерніони, то лише одиничні кватерніони, якщо не вказано інше. 

Як раз дійдемо до самого алгоритма в програмуванні 3D моделей. Можна зобразити кватерніон  за допомогою будь-якої мови програмування слідуючи такому плану:
Обертання за допомогою кватерніонів зводиться до множення чисел, що дуже просто в програмній реалізації.
Вхідні дані:
1) кут θ на який обертається об’єкт.
2) координати x, y, z обертальної точки.
3) координати i, j, k направляючого одиничного вектора, навколо якого відбувається обертання.
На виході алгоритм видає кватерніон, що містить координати точки, оберненої навколо заданого вектора за годинниковою стрілкою його напрямку.
Застосування на практиці:
1) присвоїти q <- (cos (θ / 2), i * sin (θ / 2), j * sin (θ / 2), k * sin (θ / 2)), де i, j, k - координати одиничного вектора, навколо якого обертаємо координату.
2) присвоїти p <- (0, x, y, z), де x, y, z - координати обертається точки.
3) присвоїти p <- q * p
4) присвоїти p <- p * q ^ -1
Кватерніон p тепер має координати (0, x ', y', z '), де x', y ', z' - нові координати.
Незважаючи на те, що це надзвичайно важко зрозуміти, кватерніони надають кілька очевидних переваг перед використанням матриць або кутів Ейлера для представлення поворотів. 
Інтерполяція кватерніонів за допомогою SLERP і SQUAD дає змогу плавно інтерполювати між орієнтаціями в просторі. З'єднання повороту за допомогою кватерніонів швидше, ніж комбінація обертів, виражених у матричній формі. Для кватерніонів з одиничною нормою, зворотний до обертання приймається вирахуванням векторної частини кватерніону. Обчислення інверсії матриці обертання значно повільніше, якщо матриця не ортонормурована (якщо вона є, то це просто транспозиція матриці). Перетворення кватерніонів в матриці трохи швидше, ніж для кутів Ейлера. Кватерніони вимагають всього 4 цифри (3, якщо вони нормуються, реальна частина може бути обчислена під час виконання), щоб представляти обертання, де матриця вимагає принаймні 9 значень. Проте для всіх переваг на користь використання кватерніонів є ще кілька недоліків. 
Кватерніони можуть стати недійсними через помилку округлення з плаваючою точкою, однак цю "повзучість помилок" можна вирішити шляхом повторного нормалізації кватерніону. І, мабуть, найбільш важливим стримуючим фактором використання кватерніонів є те, що їх важко зрозуміти. Існує кілька математичних бібліотек, які реалізують кватерніони, і деякі з цих бібліотек правильно реалізують кватерніони.
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