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O’RTA QIYMAT TEOREMALARINING OLIMPIADA MASALALARINI YECHISHDA QO’LLANILISHI
           Ushbu maqolada o’rta qiymat teoremalari, xususan Roll, Lagranj va Flett teoremalari va ularning mazmun mohiyati haqida so’z yuritilgan hamda ularning olimpiada masalalarida qo’llanilishi ko’rib chiqilgan.

Tayanch so’zlar: O’rta qiymat, teorema, olimpiada, differensial, uzluksizlik.

1. O’rta qiymat teoremalari bilan tanishtirish:

Teorema 1.1.(Roll teoremasi)Aytaylik[image: image2.png]f:la,b] > R



 funksiya [image: image4.png][a,b]



 kesmada uzluksiz va[image: image6.png](a,b)



 intervalda differensiallanuvchi bo’lib [image: image8.png]f(a)=f(b)



 bo’lsin. U holda  shunday[image: image10.png]c € (a,b)



 nuqta topiladiki bunda [image: image12.png]f'(c)=0



 bo’ladi.

Bu teoremaning geometric ma’nosini quyidagi grafik orqali ko’rishimiz mumkin:

[image: image13.png]



Teorema 1.2. (Lagranj teoremasi)Aytaylik[image: image15.png]f:la,b] > R



 funksiya [image: image17.png][a,b]



 kesmada uzluksiz va[image: image19.png](a,b)



 intervalda differensiallanuvchi bo’lsin. U holdashunday[image: image21.png]c € (a,b)



 nuqta topiladiki bunda [image: image23.png]f'(c) = ffb;;f‘(n)



 bo’ladi.

Buning geometrik ma’nosi quyidagicha:
[image: image24.png]



Teorema 1.3. (Flett teoremasi)Aytaylik[image: image26.png]f:la,b] > R



 funksiya [image: image28.png][a,b]



 kesmada uzluksiz va[image: image30.png](a,b)



 intervalda differensiallanuvchi bo’lib [image: image32.png]f'(a) = f'(b)



 bo’lsin. U holdashunday

[image: image34.png]n € (a,b)



nuqta topiladiki bunda [image: image36.png]HOE f('l) —f(a)



 bo’ladi.

Flett teoremasining geometric ma’nosi quyidagicha:

[image: image37.png]—a)

y=f@) +f ()(x





2. Asosiy qism:
Bu qismda ba’zi masalalar yuqoridagi teoremalar orqali yechilgan. Bu yechimlar orqali biz boshqa masalalarni qanday yechish g’oyasi yoki texnikasiga ega bo’lishimiz shuningdek yangi masala tuzishimiz mumkin. Bu qismdagi barcha funksiyalar haqiqiy sonlar maydonida aniqlangan va haqiqiy qiymatlar qabul qiladi deb faraz qilinadi.
Masala 2.1. Aytaylik[image: image39.png]f:[0,1] >R



 funksiya [image: image41.png][0,1]



 kesmada uzluksiz,[image: image43.png](0,1)



 intervalda differensiallanuvchi bo’lib [image: image45.png]f'(x)—f(x)=0,¥x€[0,1]



va[image: image47.png]f(0)=0



 bo’lsin. U holda [image: image49.png]f(x)=0,vx€[0,1]



 bo’lishini isbotlang.

Isbot.Quyidagicha belgilash kiritamiz[image: image51.png]g(x) =ef(x),



 u holda                                      [image: image53.png]g'()=e*(f'()—f(x)) =0,V x€[0,1]



.Demak [image: image55.png]g(x)



 funksiya [image: image57.png][0,1]



 kesmada o’suvchi ekan. Undan [image: image59.png]g(x) = g(0)=0,vx €[0,1]



yoki[image: image61.png]f(x)=0,vxe[0,1]



kelib chiqadi.

Izoh 2.2. [image: image63.png]g(x)=e*f(x)



deb almashtirish kiritish g’oyasi qayerdan paydo bo’ldi? Bunda bizga shartda berilgan[image: image65.png]ff)—fx)=0



 tengsizlikdan foydalanib quyidagi [image: image67.png]ffx)—fx)=0



 tenglikdan differensial tenglamani yechib, quyidagi tenglikka ega bo’ldik: [image: image69.png]In|f(x)|=x+c



va bunda [image: image71.png]


 deb [image: image73.png]


 yoki [image: image75.png]“f)l=1



 tenglikka ega bo’lamiz, Bundan esa    [image: image77.png]g(x)=e*f(x)



 deb belgilash kiritdik.
Bu g’oya orqali ko’p masalalarni yechish mumkin.

Masala 2.3.Aytaylik[image: image79.png]f:[0,1] >R



 funksiya [image: image81.png][0,1]



 kesmada uzluksiz bo’lib  [image: image83.png]Jy Fdx=0



 tenglik o’rinli bo’lsin. U holda shunday[image: image85.png]ce(0,1)



 soni topilib
[image: image86.png]r@- [ was




tenglik bajarilishini isbotlang.

Isbot. Izoh 2.4. Yuqoridagi[image: image88.png]fle) = [ f(x)dx



 tenglikdan [image: image90.png]F(x) = |, f(o)dt



 deb olamiz. Aytaylik [image: image92.png]F(x) = [, f(t)dt



  bo’lsin. U holda  [image: image94.png]F(x) = |, f(o)dt



 dan [image: image96.png]FG)
F(x)

SFX)=Fx)e



 ; bundan ikki tomonni integrallab [image: image98.png]In|F(x)|=x+¢



ni hosil qilamiz.Bundan[image: image100.png]


 desak [image: image102.png]e *|F(x)| =1



 tenglikka ega bo’lamiz. Demak bundan quyidagicha           [image: image104.png]g(x)=e™ [ f(0) dt



 belgilash kiritamiz. 

Endimasalagaqaytamiz:
Ma’lumki[image: image106.png]g(x)



funksiya[image: image108.png][0,1]



 kesmada uzluksiz, [image: image110.png](0,1)



 intervalda differensiallanuvchihamdashartgako’ra[image: image112.png]g(0)=g(1)=0



 tenglikni hosil qilamiz. Demak Roll teoremasi shartlari bajariladi. Unga ko’ra shunday [image: image114.png]c€(0,1)



 soni topiladiki bunda  [image: image116.png]g'(©)=06 f(c) = [, F(x) dx



 tenglik bajariladi.

Masala 2.5.  Aytaylik [image: image118.png]f:la,b] > R



 funksiya [image: image120.png][a,b]



 kesmada uzluksiz va[image: image122.png](a,b)



 intervalda differensiallanuvchi bo’lib [image: image124.png]f(x) #0,Vx € (a,b)



 bo’lsin. U holda shunday [image: image126.png]c € (a,b)



 topilib
[image: image127.png]



Isbot: Izoh 2.6. Shartdagi [image: image129.png]flle) _
o a—e b




   tenglikda [image: image131.png]


 ni o’zgaruvchi sifatida qarab      [image: image133.png]


 tenglikka ega bo’lamiz va unda tenglikning ikki tarafini integrallab quyidagini hosil qilamiz [image: image135.png]In|f(x)|=—In|(a—x)(b—x)| +C



. Bunda [image: image137.png]


 deb olib               [image: image139.png][fIl(@—x)(b—x)|




 tenglikni hosil qilamiz. Demak bundan [image: image141.png]g(x) = f(x)(a—x)(b—x)



 deb belgilash kiritamiz. 
Endi masalaga qaytamiz:

Ma’lumki [image: image143.png]g(x)



 funksiya [image: image145.png][a,b]



 kesmada uzluksiz va [image: image147.png](a,b)



 intervalda differensiallanuvchi hamda [image: image149.png]gla)=g(b) =0



. Bundan ko’rinadiki Roll teoremasi shartlari bajariladi. Demak shunday  [image: image151.png]c € (a,b)



 soni mavjudki [image: image153.png]


.
Lemma 2.7. Aytaylik [image: image155.png]f(x)



 funksiya [image: image157.png][0,a]



 kesmada uzluksiz bo’lsin. Agar [image: image159.png]@) dx=0



, tenglik bajarilsa, u holda shunday [image: image161.png]c€ (0,a)



 soni topilib, quyidagi
[image: image162.png]fn “f ) dx=0




tenglik bajariladi.
Isbot. Faraz qilaylik[image: image164.png]Vce€ (0,a)



 da [image: image166.png][ xf(x)dx =0



 bo’lsin.  [image: image168.png][y xf (o) dx



 funksiya [image: image170.png]


 o’zgaruvchi bo’yicha uzluksiz bo’lganligi uchun umumiylikka zarar yetkazmasdan 
[image: image172.png]Vce€ (0,a)



 da [image: image174.png]J; xf (x) dx > 0



 deb olamiz.  [image: image176.png]H() = [[ f(x) dx,t € (0,0)



 bo’lsin. U holda [image: image178.png]fyxfeodx=tf fxdx—J; [} f(Ddtdx =t -
0Vt € (0,a)



(1)

Endi shartga ko’ra [image: image180.png]H(a) =0



bo’lganligi uchun (1) ga [image: image182.png]t—a



 qo’yib [image: image184.png]Jy Hx) dx < 0



(2) ni hosil qilamiz. Quyidagicha funksiya tuzamiz:
[image: image185.png]g(t)

Jy HO)dx

0,t=0

JtE

0




Bu yerda [image: image187.png]t € [0,qa]



. Ma’lumki [image: image189.png]g(x)



 funksiya [image: image191.png][0,a]



 kesmada uzluksiz va[image: image193.png](0,a)



 intervalda differensiallanuvchi. Ravshanki [image: image195.png]tH(E) - HOdx

g'®= >0,Vte€(0,a)



 (From(1)). Lagranj teoremasiga ko’ra shunday [image: image197.png]c€ (0,a)



 soni topiladiki bunda [image: image199.png]g(a) —g(0) = g'(c)(a—0) >0,



 bundan [image: image201.png]g(a) >0



ya’ni [image: image203.png]J; H(x) dx > 0



. Bu esa (2) gazid. Demakfarazimiznoto’g’riekan. Ya’ni shunday [image: image205.png]c€ (0,a)



 son topiladiki bunda [image: image207.png]J; xf (x) dx = 0



  tenglik o’rinli bo’ladi. 
Lemma 2.8. Aytaylik[image: image209.png]f(x)



 funksiya [image: image211.png][0,1]



 da uzluksiz bo’lib, [image: image213.png]1
Jy FGdx = [ xf (x)dx



 bo’lsa, u holda shunday [image: image215.png]c€(0,1)



 soni topilib 

[image: image216.png]fn “Fdx =0




tenglik o' rinli bo’lishini isbotlang.

Isbot: [image: image218.png]H(x) = [ f(t)dt



bo’lsin. Ma’lumki[image: image220.png]Jy H®dx = 1-H1)—0- H(0) — [ xf(x)dx = [; fF()dx — [ xf (x)dx = 0



.

Quyidagicha belgilash kiritamiz: [image: image222.png]G(x) = [, H(t)dt.



 Ravshanki [image: image224.png]G(x)



 funksiya [image: image226.png][0,1]



 da uzluksiz va[image: image228.png](0,1)



 da differensiallanuvchi hamda[image: image230.png]G(0)=G(1)=0.



 Bundan Roll teoremasiga ko’ra shunday [image: image232.png]c€(0,1)



 soni topiladiki bunda  [image: image234.png]G'(©)=0& [ f(x)dx =0




Yuqoridagilardan ma’lum bo’ldiki, o’rta qiymat teoremalariga bog’liq ba’zi masalalarni yechish uchun texnika yoki g’oyaga ega bo’ldik.
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