Олена Захарець
 (Переяслав-Хмельницький, Україна)

ОСОБЛИВІ ТОЧКИ ТА ЛІНІЇ ТРИКУТНИКА

Математичні знання учнів, зокрема, геометричні, розглядаються сьогодні не стільки як самоціль, а як засіб розвитку особистості школяра, забезпечення його математичної грамотності, здатності розуміти роль математики в світі, висловлювати математичні судження і використовувати математичні знання для задоволення пізнавальних і практичних потреб. Знання про трикутник є базовими для вивчення систематичного курсу планіметрії. Геометрія особливих точок і ліній трикутника є надзвичайно корисною, оскільки вона не тільки розкриває цікаві та важливі властивості деяких точок та ліній довільного трикутника, але і значно підвищує інтерес учнів до вивчення предмету. 
Мета статті показати зв'язок особливих точок трикутника, які вивчаються у школі із матеріалом який не вивчається в шкільному курсі математики. 
Особливі точки трикутника – точки, розташування яких не залежить від того, в якому порядку беруться сторони і вершини трикутника. Традиційно в шкільному курсі планіметрії розглядають та доводять існування чотирьох особливих точок трикутника: ортоцентра – точки перетину висот трикутника, інцентра (центра вписаного в трикутник кола) – точки перетину бісектрис трикутника, центроїда – точки перетину медіан трикутника, медіатриси (центра описаного навколо трикутника кола) – точки перетину серединних перпендикулярів до сторін трикутника. 
Добавимо до цих деякі інші важливі точки і лінії трикутника. 
Точка Лемуана. Відобразивши відносно бісектрис трикутника відповідні медіани, отримують нові особливі лінії – симедіани. Точка їх перетину називається точкою Лемуана трикутника.
Точка Шпікера. Дана точкавизначається як інцентр серединного трикутника даного трикутника або як  центр мас периметра трикутника.
Точки, які утворюються  відрізками, що з’єднують вершини трикутника:
· із точками дотику протилежних сторін і вписаного кола – точка Жергона;
· із точками дотику протилежних сторін і зовні вписаних кіл – точка Нагеля;
· із відповідними вільними вершинами трикутників подібних даному трикутнику і побудованих на його сторонах  - точка Брокара;
· із відповідними вільними вершинами рівносторонніх трикутників, які побудовані на сторонах трикутника (зовні) – перша точка Торрічелі.
· із відповідними вільними вершинами рівносторонніх трикутників, які побудовані на сторонах трикутника всередині трикутника – друга точка Торрічелі.
Якщо всі кути трикутника менше 120°, то точка Торрічеллі існує.
Нехай  дано трикутник ABC. Точкою Торрічеллі цього трикутника називається така точка O, з якої сторони даного трикутника видно під кутом 120° (рис. 1), тобто AOB, AOC и BOC  рівні 120°.

Рис. 1                                                                 Рис.2.
На стороні AB трикутника ABC побудуємо рівносторонній трикутник АВС (рис. 2, а), і опишемо навколо нього коло. Відрізок AB стягує дугу цієї кола величиною 120 °. Отже, точки цієї дуги, відмінні від А і B, мають ту властивістю, що відрізок AB з них видно під кутом 120°. Аналогічно, на стороні AC трикутника ABC побудуємо рівносторонній трикутник ACB'(рис.2, а), і опишемо навколо нього коло. Точки відповідної дуги, відмінні від А і C, мають властивість, що відрізок AC видно з них під кутом 120 °. У разі, коли кути трикутника менше 120°, ці дуги перетинаються в деякій внутрішній точці О. В цьому випадку AOB = 120°, AOC = 120°. Отже, і BOC = 120 °. Тому точка O є шуканою Якщо один з кутів трикутника, наприклад ABC, дорівнює 120°, то точкою перетину дуг кіл буде точка В (рис. 2, б). В цьому випадку точки Торрічеллі не існує, так як не можна говорити про кути, під якими видно з цієї точки сторони AB і BC.
У разі, коли один з кутів трикутника, наприклад ABC, більше 120° (рис. 2, в), відповідні дуги кіл не перетинаються, і точки Торрічеллі також не існує.
Точки Торрічеллі – це точки, з яких всі сторони трикутника видно або під кутом в 60 °, або під кутом в 120 °. Іноді їх називають точками Ферма або точками Торрічеллі- Ферма. Точка Ферма дає розв’язання проблеми Штейнера для вершин трикутника.
Точка Ферма.Задача. Для даного трикутника знайдіть точку, сума відстаней від якої до вершин трикутника приймає найменше значення.
Доведемо, якщо кути трикутника менше 120o, то шуканою точкою є точка Торрічеллі. Повернемо трикутник ABC навколо вершини C на кут 60°(рис. 3). Отримаємо трикутник A'B'C. Візьмемо довільну точку O в трикутнику ABC. При повороті вона перейде в якусь точку O'. Трикутник OO'C рівносторонній, так як CO = CO'іOCO' = 60°, отже, OC = OO'. Тому сума довжин  OA+ OB + OC  буде дорівнювати довжині ламаної AO + OO' + O'B. Ясно, що найменше значення довжини цієї ламаної буде тоді, якщо точки A, O, O', B' лежатимуть на одній прямій. Якщо O – точка Торрічеллі, то це так. Дійсно, AOC = 120°, COO' = 60°. Отже, точки A, O, O'лежать на одній прямій. Аналогічно, CO’O = 60°, CO'B' = 120. Отже, точки O, O', B' лежать на одній прямій. Значить, всі точки A, O, O ', B' лежать на одній прямій.
Якщо один з кутів трикутника більше або дорівнює 120о, то розв’язком задачі Ферма є вершина цього кута.

Рис.3                                                       Рис.4
Екстремальними точками трикутника називають точки, які мають найменші суми ступенів відстаней до сторін або вершин трикутника або будь-які інші параметри трикутника [1].
Такими точками трикутника є:
· Точка перетину трьох медіан, що має найменшу суму квадратів відстаней до вершин трикутника.
· Точка перетину трьох медіан трикутника є єдиною точкою трикутника такий, що проведені через неї три чевіани поділяють своїми кінцями сторони трикутника на шість відрізків. При цьому довжини довжин трьох з цих шести відрізків, які не мають спільних кінців, є  максимальним. 
· Точка Торрічеллі (перша), що має найменшу суму відстаней до вершин трикутника з кутами не більше 120 градусів.
· Точка Лемуана, що має найменшу суму квадратів відстаней до сторін трикутника.
· Основи висот гострокутного трикутника утворюють ортотрикутник, що має найменший периметр з усіх трикутників, вписаних в даний трикутник.[2]
Крім особливих точок трикутника розглядають особливі лінії трикутника – пряма Ейлера, Симсона та коло дев’яти точок (коло Ейлера).
Коло дев'яти точок. Нехай в трикутнику ABC (рис.4.), H – точка перетину висот трикутника; точки A1, B1, C1  позначають основи висот: A2, B2, C2– середини відповідних сторін; A3, B3, C3 –  середини відрізків AA1, BB1 і CC1. Тоді точки A1, B1, C1, A2, B2, C2, A3, B3, C3  лежать на одному колі, яке називають коло дев'яти точок або колом Ейлера.
Дійсно, A3B2– середня лінія трикутника AHC і, отже, A3B2 || CC1. B2A2– середня лінія трикутника ABC і, отже, B2A2||AB. Так як CC1  AB, то A3B2A2=90 . Аналогічно, A3C2A2=90 . Тому точки A2, B2, C2, A3   лежать на одному колі з діаметром A2A3. Так як AA1  BC, то точка A1 також належить цьому колу. Таким чином, точки А1 і А3 лежать на колі, описаному навколо трикутника A2B2C2. Аналогічним чином показуємо, що точки B1 і B3, C1 і C3 лежать на цьому колі. Значить, всі дев'ять точок лежать на одному колі.
Пряма Ейлера. У трикутнику центр описаного кола, точка перетину медіан, точка перетину висот і центр кола дев'яти точок лежать на одній прямій, яка називається прямою Ейлера. При цьому центр кола дев'яти точок лежить посередині між центром перетину висот і центром описаного кола.
Дійсно, нехай в трикутнику ABC (рис. 5), точка O - центр описаного кола; G - точка перетину медіан. H точка перетину висот. Потрібно довести, що точки O, G, H лежать на одній прямій і центр кола дев'яти точок N ділить відрізок ОН навпіл.
Розглянемо гомотетію з центром в точці G і коефіцієнтом 0,5. Вершини A, B, C трикутника ABC, відповідно перейдуть в точки A2, B2, C2. Висоти трикутника ABC перейдуть в висоти трикутника A2B2C2 і, отже, точка H перейде в точку O. Тому точки  O, G, H будуть лежати на одній прямій.
Покажемо, що середина N відрізка OH є центром кола дев'яти точок. Дійсно, C1C2 - хорда кола дев'яти точок. Тому серединний перпендикуляр до цієї хорди є діаметром і перетинає ОН в середині N . Аналогічно, серединний перпендикуляр до хорди B1B2 є діаметром і перетинає ОН в тій же точці N. Значить N - центр кола дев'яти точок. Що і треба було довести.

Рис.5.                                                          Рис.6
Пряма Симсона. Для довільного трикутника основи перпендикулярів, опущених з будь-якої точки описаного навколо нього кола на його сторони або їх продовження, лежать на одній прямій, яка називається прямою Симсона.
Дійсно, нехай P - довільна точка, що лежить на колі, описаного навколо трикутника ABC; D, E, F - основи перпендикулярів, опущених з точки P на сторони трикутника (рис. 6). Покажемо, що точки D, E, F лежать на одній прямій.
Зауважимо, що, якщо AP проходить через центр кола, то точки D і E збігаються з вершинами B і C. В іншому випадку, один з кутів ABP або ACP гострий, а інший - тупий. З цього випливає, що точки D і E будуть розташовані по різні сторони від прямої BC і для того, щоб довести, що точки D, E і F лежать на одній прямій, досить перевірити, що ÐCEF =ÐBED
Опишемо коло з діаметром CP. Так якCFP = CEP = 90°, то точки E і F лежать на цьому  колі. Тому CEF =CPF –  як вписані кути, які спираються на одну дугу кола. Далі, CPF  = 90°- PCF = 90° -  DBP = BPD.  Опишемо коло з діаметром BP. Так як BEP = BDP = 90°, то точки F і D лежать на цьому колі. Тому BPD =BED . Отже, остаточно маємо, що CEF =BED . Значить точки  D, E, F лежать на одній прямій[3].
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