                                                                                     Леся а Цівина

                                                                   (Хорол, Україна)
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ   РІВНЯННЯ І - ГО ПОРЯДКУ
Задачі, що приводять до поняття диференціальних рівнянь
Багато фізичних законів мають вигляд диференціальних рівнянь. Інтегрування цих рівнянь - складна справа. Одні диференціальні рівняння вдається розв'язати в явному вигляді, тобто записати шукану функцію у вигляді формули. Для інших ще й досі не знайдено зручних формул. У цих випадках знаходять наближені розв'язки за допомогою ЕОМ. Диференціальні рівняння досить просто і повно описують виробничі процеси. Тому важливо не лише вміти їх розв'язувати, а й складати.
Розглянемо задачу, яка приводить до диференціального рівняння.
Задача. Тіло, маса якого т, вільно падає з деякої висоти. Треба встановити закон, за яким змінюється швидкість падіння 
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, якщо на тіло, крім сили тяжіння Р, діє сила опору повітря Fо , яка пропорційна швидкості.
Розв’язання. Нехай F - сила, під дією якої тіло рухається із швидкістю
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. Ця сила складається із сили тяжіння 
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і сили опору повітря 
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, де к>0, тобто 
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За другим законом Ньютона  
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. Підставивши   це   значення   F  в   попереднє   рівняння, маємо диференціальне рівняння   
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Розв'язком цього рівняння буде функція виду 
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, де С - довільна стала.
Диференціальним рівняння n-го порядку називають вираз виду                                                    
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, де  х - незалежна змінна,  у - невідома змінна, у′; у′′; ...; у(n) – похідні невідомої змінної.
    Розв’язком диференціального рівняння називають будь-яку функцію, яка при підстановці її в це рівняння, перетворює його в тотожність.

   Порядком диференціального рівняння називають порядок найвищої похідної, що входить в це рівняння.

    Загальним розв’язком (загальним інтегралом) диференціального рівняння  називають таку функцію, яка перетворює дане рівняння в тотожність і містить стільки незалежних довільних сталих, який порядок цього рівняння. Процес знаходження загального розв’язку називають інтегруванням диференціального рівняння. 

    Геометрично, загальному розв’язку диференціального рівняння, відповідає сукупність (сімейство) всіх інтегральних кривих.

    Початковими умовами називають значення функції та її похідних в заданій точці х0.

    Розв’язок диференціального рівняння, який задовольняє заданим початковим умовам, називають частинним розв’язком, а задачу знаходження частинного розв’язку - задачею Коші.

Диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними
     Диференціальним рівнянням з відокремлюваними змінними називають рівняння виду 
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, якщо праву частину цього рівняння можна записати у вигляді добутку двох функцій, одна з яких залежить від змінної х, а інша від  змінної у.
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    Поділимо обидві його частини на f2 (y) і помножимо на dx. Після інтегрування отримаємо розв’язок у вигляді
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Приклад 1  Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 
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Розв’язання. Це диференціальне рівняння з відокремленими змінними
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Приклад 2  Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння


[image: image21.wmf]1

4

;

0

ln

sin

2

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

+

×

¢

p

y

y

y

x

y

;

Розв’язання. Це диференціальне рівняння з відокремлюваними змінними.
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Інтегруючи, одержуємо  
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   Це і є загальний розв’язок даного рівняння. Використовуючи початкові умови  
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, визначаємо значення сталої С.
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Це і є частинний розв’язок даного диференціального рівняння.
Однорідні диференціальні рівняння Ι-го порядку
 Рівняння виду 
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, де функція 
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для довільного числа t ≠ 0, є однорідним диференціальним рівнянням першого порядку.

   Такі рівняння розв’язуються підстановкою виду:
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Приклад 3  Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння
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Розв’язання. Це однорідне диференціальне рівняння Ι-го порядку. Запишемо його у вигляді 
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Лінійні диференціальні рівняння Ι-го порядку
 Загальний вигляд такого рівняння 
[image: image35.wmf](
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 – задані функції. Якщо 
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 = 0, то таке диференціальне рівняння називають лінійним однорідним диференціальним рівнянням.
Воно має вигляд: 
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Рівняння Бернуллі записують у вигляді: 
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Дані рівняння розв’язують підстановкою: 
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Розглянемо приклади розв’язання таких диференціальних рівнянь.

Приклад 4  Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння
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Розв’язання. Це лінійне диференціальне рівняння Ι-го порядку. Підставимо у рівняння:   
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Задача на складання диференціального рівняння
Приклад 4  Швидкість розпаду радію в кожний момент часу пропорційна початковій  його  кількості. У початковий момент часу   (t = 0) було R0 г радію. Скласти формулу для обчислення кількості радію в будь-який момент часу.

Розв’язання. Нехай коефіцієнт пропорційності 
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. Позначимо через R кількість радію, яка не розпалась у момент часу t. Швидкість розпаду радію є швидкість зміни функції, яка пов’язує t i R, тобто похідна  
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  Знак мінус показує, що R – спадна функція.

   Розв’яжемо дане диференціальне рівняння.
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Потенціюючи останню рівність, знаходимо 
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Це співвідношення виражає закон розпаду радію.

При R=R0 i t = 0, знаходимо R0=Ce0 ; R0 = C . Отже, R=R0e-kt
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