Галина Барановська, Леся Барановська
(Київ, Україна)

ПРО ОДНУ МАТРИЧНУ ГРУ З НУЛЬОВОЮ СУМОЮ ТА ЇЇ ГЕОМЕТРИЧНУ ІНТЕРПРЕТАЦІЮ
Розглянемо наступну задачу про поставку сировини [1]. Припустимо, що  деяка фірма А уклала договір з іншою фірмою В на поставку сировини, яка швидко псується, щоденно на суму 100 умовних одиниць. Якщо  протягом дня сировина не поступає, фірма А несе збитки в розмірі 400 у.о. від простою робітників. Вона може використовувати свій транспорт (додаткові витрати 50 у.о.), але досвід показує, що у половині випадків  транспорт повертається ні з чим. Можна збільшити ймовірність отримання  сировини до 80%, якщо попередньо посилати на фірму В свого представника, але це потребує  додаткових витрат  у розмірі 40 у.о. Існує  можливість замовити денну норму сировини в іншій фірмі за ціною на 50% вищій, але крім витрат на транспорт (50 у.о.) можливі додаткові витрати у розмірі 30 у.о., пов'язані з понад нормованою  роботою бригад, якщо в той же день надходить і централізована поставка. Якої стратегії повинна дотримуватись фірма А, якщо заздалегідь невідомо, надійде чи не надійде централізована поставка сировини?
Для розв'язку задачі спочатку перерахуємо можливі стратегії  постачальника (фірма В). Їх дві: В1 − поставка своєчасна, В2 − поставки немає.

У фірми А, згідно умови задачі, чотири стратегії: А1 − не приймати ніяких додаткових заходів; А2 − послати на фірму В свій транспорт; А3 − послати на фірму В свого представника і транспорт; А4 − замовити додаткову сировину на іншій фірмі. Всього можливі 8 ситуацій, які описують всі комбінації з чотирьох стратегій фірми А та двох стратегій фірми В. Ці ситуації та супутні їм збитки і витрати наведені у табл. 1.
                                                                  



     Таблиця 1

	
	Денні витрати фірми А

	Ситуація
	вар-тість сиро-вини
	збитки

від про-

стою
	Трансп.

витра-ти
	витрати 

на від-

рядж,
	витрати  на понад нормов. роботу
	всього в день

	А1-В1
	100
	0
	0
	0
	0
	100

	А1-В2
	0
	400
	0
	0
	0
	400

	А2-В1
	100
	0
	50
	0
	0
	150

	А2-В2
	50
	200
	50
	0
	0
	300

	А3-В1
	100
	0
	50
	40
	0
	190

	А3-В2
	80
	80
	50
	40
	0
	250

	А4-В1
	250
	0
	50
	0
	30
	330

	А4-В2
	150
	0
	50
	0
	0
	200


У загальному випадку, якщо у першого гравця  (фірма А) m можливих стратегій , а у другого − n, то завжди створюється  
[image: image1.wmf]n

m

×

 можливих ситуацій, кожній з яких відповідає  визначений платіж одного гравця  другому.

При великій кількості ситуацій табл. 1 стає громіздкою й неосяжною, зручніше перейти від неї до платіжної матриці А. Вона являє собою прямокутну матрицю, яка має m рядків (за кількіостю стратегій першого гравця) і n стовпчиків (за кількістю стратегій другого гравця). На перетині i-го рядка  j-го стовпчика ставиться платіж другого гравця  першому в ситуації, коли застосовується і-та стратегія першим гравцем та j-та стратегія другим. Якщо виграє другий гравець, то платіж буде мати знак "мінус".

Платіжна матриця в задачі (грі), яка розглядається, має розмірність 

 і представлена у таблиці 2. Усі платежі мають від'ємний знак, так як визначають у даній задачі витрати фірми А.            

                                                 




        Таблиця 2

	Стратегії
	Стратегії фірми В

	фірми А
	В1
	В2

	А1
	-100
	-400

	А2
	-150
	-300

	А3
	-190
	-250

	А4
	-330
	-200


Сама платіжна матриця А має вигляд:
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Задача фірми А − знайти оптимальну стратегію, яка забезпечує мінімум очікуваних збитків в умовах невизначеності поведінки постачальника (фірма В).

Вибір стратегії поведінки фірми А в умовах, описаних у табл.2 , залежить  від надійності постачальника, яка виражається  кількісно в  термінах ймовірності. Нехай, наприклад, вона дорівнює 40% (це означає, що своєчасна поставка має місце з ймовірністю 0,4). Тоді, очікувані збитки (від'ємний виграш) фірми А при застосуванні першої чистої стратегії А1 дорівнюють

           

 S1(0.4) =- 100ּ0,4 - 400 ּ0,6 = - 280 у. о.

а при застосуванні четвертої

            

S4(0.4) = -330ּ 0,4 - 200ּ 0,6 = - 252 у. о.

Ми бачимо, що витрати зменшились. Якщо розрахувати збитки при застосуванні інших стратегій, то виявиться, що оптимальною буде  стратегія А3.  Дійсно, застосовуючи другу стратегію, фірма А буде нести збитки 

             

 S2(0,4) = -150ּ0,4 - 300ּ 0,6 = -240 у. о.

а коли використовує  третю стратегію, −  тільки 

               

S3(0,4) = -190 ּ0,4 - 250 ּ0,6 = -226 у. о.

Дамо геометричну інтерпретацію грі (задачі), що розглядається. Для цього відкладемо по горизонтальній вісі надійність постачальника (фірма В), яка вимірюється ймовірностями в діапазоні від 0 до 1 і позначимо її Х1. Величина Х2=1-Х1 є, таким чином, величиною ненадійності постачальника. Числа Х1 і Х2, які дорівнюють в сумі одиниці, показують, з якою ймовірністю використовуються постачальником чисті стратегії В1 і В2 у кожній партії. Сукупність стратегій В1 і В2, які мають оцінку у вигляді ймовірностей Х1 та Х2 їх здійснення, називається змішаною стратегією.
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Точки Х1=0 і Х1=1 на рис.1 відповідають другій і першій чистим стратегіям фірми В, а всі  точки 0 ( Х1 ( 1 всередині  відрізка відповідають  змішаним стратегіям. Зрозуміло, що змішаних стратегій у кожного гравця нескінченна множина. Побудуємо графіки очікуваних витрат фірми А при застосуванні своїх чистих стратегій проти змішаної стратегії фірми В.  Почнемо з першої стратегії. Якщо постачальник абсолютно надійний  (тобто завжди застосує стратегію В1 і значить Х1=1, Х2=0), витрати фірми А дорівнюють у відповідності з платіжною матрицею - 100 у.о. Відкладемо на графіку точку з координатами (1;-100). Якщо постачальник абсолютно ненадійний (тобто завжди застосовує стратегію В2; Х1=0, Х2=1), тоді витрати фірми А дорівнюють -400 у.о. і потрібно відкласти точку з координатами (0; -400).  Якщо надійність фірми В 0 ( Х1 ( 1, тоді  щоденні витрати фірми А, яка застосовує першу стратегію проти змішаної стратегії постачальника, залежать  від ймовірності Х1 і дорівнюють

S1(Х1) = -100Х1 - 400Х2 = -100Х1 - 400(1-Х1) = 300Х1 - 400   

(1)

Графіком цієї функції є пряма лінія, яка позначається на рис.1 як А1.
Аналогічно будуються графіки функцій очікуваних витрат фірми А при застосуванні кожної чистої стратегії проти змішаних стратегій фірми-постачальника В:

S2(Х1) = -150Х1 - 300Х2 = -150Х1 - 300(1-Х1) = 150Х1 - 300;        (2)

S3(Х1) = -190Х1 - 250Х2 = -190Х1 - 250(1-Х1) = 60Х1 - 250;          (3)

S4(Х1) = -330Х1 - 220Х2 = -330Х1 - 200(1-Х1) = 130Х1 - 200;        (4)

які відповідно позначаються на рис. 1 як А2, А3, А4. 
При надійності постачальника Х1=0,4 до перетину з лініями функцій очікуваних витрат фірми А, знаходимо, що оптимальною буде  стратегія А3, яка забезпечує мінімальні витрати  -226 у.о.

З рис.1  видно, що, якщо  надійність постачальника Х1(0,263, вигідніше всього застосовувати четверту стратегію; при надійності постачальника 0,263(Х1(0,555 оптимальною стратегією буде А3, при 0,555(Х1(0,677 − А2, при 0,667(Х1(1 − А1. 

Ці критичні значення надійності отримано із загального розв'язку рівнянь (1)-(4), які взято попарно: (3) і (4) − точка b, (2) і (3) − точка c, (1) і (2) − точка d.

Наведена ламана лінія a b c d е показує, як змінюються витрати фірми А при зміні надійності постачальника від 0 до 1.  Як видно з графіку збільшення надійності постачальника не приводить автоматично до зменшення витрат фірми А. Дійсно, коли надійність постачальника зростає від 0 до 0,263 витрати фірми А зростають від -200 у.о. до

S4(0.263) = -200 - 130ּ0,263 = -234,2 у.о.

Збільшення витрат викликано тим, що сировина закуповується у другого постачальника, а нерегулярні поставки основного постачальника (з ймовірністю 0,263) приводить до додаткових витрат.

При надійності постачальника Х1=0,263 витрати фірми А  максимальні з усіх можливих при розумному виборі фірмою А своїх стратегій  (цей максимум залежить від величин умовно вибраних витрат (табл.1)).

 Якщо б гра була антагоністичною, тобто постачальник прагнув нанести фірмі А максимальний збиток, його оптимальна надійність повинна була б дорівнювати Х1=0,263. При цьому витрати фірми А склали б -234,2 у.о. і оптимальними були б стратегії А3 і А4 (точка b знаходиться на перетині ліній А3 і А4). Дійсно, підставляючи Х1=0,263 в рівняння (3), (4), отримаємо S3(0,236) = = S4(0,236) = -234,2 у. о.

У зв'язку з тим, що фірма-постачальник прагне нанести фірмі А  максимальний збиток, остання не може вибирати якусь одну  з чистих стратегій А3 або А4, бо в цьому випадку, якщо фірма В змінить надійність поставок в меншу сторону від Х1=0,263 (у випадку стратегії А3), або в більшу сторону (у випадку стратегії А4), збитки зростуть і будуть більші, ніж -234,2 у.о.

Оскільки в антагоністичній грі перша і друга стратегії фірми А неефективні, розглянемо можливість знаходження змішаної стратегії А3 і А4 з такими ймовірностями застосування, при яких збитки фірми А були б не більшими -234,2 у.о. при будь-яких стратегіях фірми В.

Побудуємо графіки витрат фірми А, яка застосовує свою змішану стратегію і складається з чистих стратегій А3 і А4, проти кожної чистої стратегії В1 і В2 фірми В (рис. 2). 
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Позначимо через У3 ймовірність застосування стратегії А3, а через У4 − стратегії А4 (У3+У4=1). З графіка, побудованого аналогічно графіку на рис 1, видно, що оптимальна змішана стратегія фірми А  включає стратегії А3 і А4, які застосовуються  з ймовірностями У3=0,685 і У4=0,315.

Оптимальні витрати фірми А (які називаються у випадку антагоністичної гри ціною гри) дорівнюють ординаті точки перетину q. Підставляючи У3=0,685 в будь-яке із рівнянь прямих S1(У3) = 140У3 - 330;    S2(У3) = -50У3 - 200, отримаємо те саме значення витрат -234,2 у.о., яке було розраховано раніше. На рис.2 видно, що  в антагоністичній грі фірмі А не потрібно  відступати від своєї оптимальної змішаної стратегії У1=У2=0;  У3=0,685; У4=0,315, оскільки витрати збільшуються (в напрямку наведених ліній). При У3(0,685 фірма В почне застосовувати чисту стратегію В1, при У3(0,685 − чисту стратегію В2 і нанесе фірмі А збитки більші, ніж -234,2 у.о.

Таким чином, якщо б гра була антагоністичною (тобто кожний гравець мав на меті нанести супротивнику максимальний збиток), гравцям необхідно рекомендувати такі оптимальні стратегії: фірмі А:  У1=У2=0; У3=0,685, У4=0,315; фірмі В:  Х1=0,263, Х2=0,737. При цьому вартість гри (тобто очікувані збитки фірми А) дорівнює -234,2 у. о.
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