Оксана Яцинич

(Дрогобич, Україна)

ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ  РІВНЯННЯ І ДЕЯКІ ЗАКОНИ РУХУ

При дослідженні різноманітних явищ природи та вивченні способів застосування фізичних законів у техніці та на виробництві виникає потреба вивчати рух деякого тіла або системи тіл.

Сучасна наука успішно розраховує найскладніші рухи планет, ракет та штучних супутників. Диференціальні рівняння як невід’ємна частина математичного апарата застосовуються при розв’язанні цих і багатьох інших складних задач.

Ознайомимося з деякими законами руху тіл і можливістю застосування диференціальних рівнянь для вивчення цих законів.
Закон руху метеора

Один з основних законів механіки полягає в тому, що сила притягання одного тіла іншим обернено пропорціональна квадрату відстані між ними.

Припустимо, що в момент часу t=0 метеор з початкового стану спокою починає прямолінійно падати на Землю вздовж осі Ox, що сполучає центр метеора з центром Землі. Метеор знаходиться в точці х=0 на великій віддалі h від центра Землі. В кожний момент часу швидкість метеора 
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В змінній точці М, яка знаходиться на великій відстані (h-x) від центра Землі, на метеор діє лише сила тяжінння 
[image: image3.wmf]ma

F

=

, де 
[image: image4.wmf]m

- маса метеора, а  
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- його прискоренння : 
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 ( за умови відсутності земної атмосфери, тобто при відсутності опору повітря).
На поверхні Землі радіусом R на довільне тіло массою 
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 діє лише сила тяжіння 
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- прискорення вільного падіння. Сили 
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 і 
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обернено пропорційні квадратам віддалей падаючого метеора від центра Землі
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Якщо  з останнього рівняння виключити змінну  t:  
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то остаточно отримаємо 
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Розділяючи змінні, дістанемо рівняння 
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, з якого після інтегрування маємо 
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, де С – довільна стала, 
яку легко знайти, врахувавши, що на початку руху (при t=0) 
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, і закон руху метеора має вигляд 
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Якщо точка М знаходиться на поверхні Землі (
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), то швидкість метеора біля поверхні Землі 
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Нехай метеор перебуває в космосі на необмежено великій відділі h від Землі. Тоді його швидкість біля поверхні Землі 
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Відомо, що 
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. Наявність атмосфери зменшує значення 
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Розв’язок рівняння (1), який задовольняє умові 
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, коли t=0, має вигляд 
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Це співвідношення визначає момент часу t, в який метеор проходить точку М.

Якщо дослідити рівняння (2), вважаючи, що тіло, маса якого 
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, вільно падає на Землю з висоти 
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, досить малої порівняно з радіусом Землі. Припускаємо, що 
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Тоді 
[image: image34.wmf].
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Підставляючи ці наближені рівності в (2), після нескладних обчислень отримуємо 
[image: image35.wmf].
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Цей закон руху тіла має місце лише тоді, коли віддаль 
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тіла від поверхні Землі значно менша від радіуса Землі. Його можна отримати значно простіше при встановленні закону вільного падіння тіла без початкової швидкості, припускаючи, що сила тяжіння під час падіння незмінна.

З якою швидкістю має рухатися міжпланетний корабель
Основною умовою міжпланетного польоту є набуття тілом космічної швидкості, при якій воно стає або супутником Землі,  або віддаляється від неї по заданій орбіті. Для досягнення космічної швидкості свого часу пропонувалися такі технічні засоби, як постріл снаряда космічного корабля з гігантської гармати або метання його за допомогою відцентрової машини. Хоча практично такий спосіб міжпланетних сполучень непридатний, теоретично такі задачі становлять неабиякий інтерес.

Дослідимо, якою буде швидкість матеріальної точки (умовного космічного корабля) маси 
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, що стартує з поверхні Землі в космос із початковою швидкістю 
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у напрямі, радіальному до Землі, вздовж прямої, що проходить через центр Землі. Припускаємо, що точка знаходиться лише під дією сили тяжіння Землі.
Нехай 
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- змінна віддаль точки від центра Землі, R – радіус  Землі, 
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 і 
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 - відповідно величини швидкості і прискорення рухомої точки М. Так само, як у попередній задачі про рух метеора, матимемо 
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( прискорення від’ємне тому, що швидкість точки зменшується). Подамо прискорення як функцію швидкості 
[image: image43.wmf]v

 і віддалі 
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Отже, для визначення швидкості точки маємо таке диференціальне рівняння: 
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Відокремлюючи змінні, дістанемо: 
[image: image46.wmf]2

2

s

ds

gR

vdv

-

=

 і після інтегрування:

[image: image47.wmf]C

s

gR

v

+

=

2

2

2

, де С – довільна стала, 
яку легко знайти, врахувавши, що на початку руху (коли 
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 і, таким чином, закон руху матеріальної точки, що стартує в космос із поверхні Землі з початковою швидкістю 
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Права частина цього співвідношення додатна лише тоді, коли виконується нерівність 
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, тоді існує таке значення 
[image: image55.wmf]s

, при якому права частина перетворюється в нуль. Фізично це означає. Що швидкість матеріальної точки змінюється з додатної на від’ємну, і тіло повернеться на Землю. Якщо 
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, то матеріальна точка відірветься від поля тяжіння Землі, тобто міжпланетний корабель звільниться від дії сили тяжіння Землі. Найменша можлива початкова швидкість при цьому, так звана стартова швидкість 
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. При розгляді руху метеора така швидкість була обчислена, вона становить наближено 11,18 км/с.
Швидкість, необхідна для повного звільнення міжпланетного корабля від сумісних полів тяжіння Землі і Сонця при певному напрямі вильоту з поверхні Землі, дорівнює наближено 16,66 км/с.

Формулою для визначення стартової швидкості можна користуватися і для інших небесних тіл. Так, враховуючи, що прискорення вільного падіння на Місяці 
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, а радіус Місяця 
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, матимемо стартову швидкість на Місяці наближено рівною 2,34 км/с.
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