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Александр Овский
(Запорожье, Украина)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЗАКОНА ОРТОГОНАЛЬНОСТИ МАТРИЦ ПРЯМОГО И ОБРАТНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ОПЕРАТОРОВ МЕТОДА НАЧАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ В.З. ВЛАСОВА С ПОМОЩЬЮ СИСТЕМЫ MAXIMA
В предлагаемой работе охарактеризован процесс аналитического доказательства закона ортогональности прямого и обратного преобразований в Maxima. Maxima – система компьютерной математики, свободно распространяемая по лицензии GNU. Свое начало берет с семейства Unix – подобных операционных систем, теперь она доступна и для Windows. В сравнении с коммерческой Maple, благодаря открытости исходного кода в Maxima проще внести программные изменения и приспособить для решения технических проблем. 
Скорость выполнения аналитических операций в Maxima существенно возрастает при ее запуске в среде Unix систем [2, с. 4]. Благодаря ее применению стало возможным матричное доказательство закона ортогональности и доказательство тождественного равенства единице определителей операторных матриц прямого и обратного преобразований.
В работе [1, с. 18] было выведено общее решение задачи равновесия твердого изотропного упругого тела в трехмерной прямоугольной Декартовой системе координат. Данное решение представляется в операторной форме:
[image: image1.wmf] := 

Luu

 + 

1

2

(

)

-

 + 

2

2

n

(

)

cos

g

z

-

 + 

1

n

1

2

z

(

)

sin

g

z

a

2

(

)

-

 + 

1

n

g

,
[image: image2.wmf] := 

Lvu

1

2

a

b

z

(

)

sin

g

z

g

(

)

-

 + 

1

n

,
[image: image3.wmf] := 

Lwu

 + 

1

2

z

(

)

cos

g

z

a

-

 + 

1

n

1

2

(

)

-

 + 

1

2

n

a

(

)

sin

g

z

(

)

-

 + 

1

n

g

,
[image: image4.wmf] := 

Lxu

 - 

a

2

z

(

)

cos

g

z

-

 + 

1

n

(

)

-

 + 

 - 

a

2

b

2

n

b

2

(

)

sin

g

z

(

)

-

 + 

1

n

g

,
[image: image5.wmf] := 

Lyu

 + 

z

(

)

cos

g

z

a

b

-

 + 

1

n

a

b

(

)

sin

g

z

n

(

)

-

 + 

1

n

g

,
[image: image6.wmf] := 

Lzu

-

g

(

)

sin

g

z

z

a

-

 + 

1

n

,
[image: image7.wmf] := 

Luv

1

2

a

b

z

(

)

sin

g

z

g

(

)

-

 + 

1

n

,
[image: image8.wmf] := 

Lvv

 + 

1

2

(

)

-

 + 

2

2

n

(

)

cos

g

z

-

 + 

1

n

1

2

b

2

z

(

)

sin

g

z

(

)

-

 + 

1

n

g

,
[image: image9.wmf] := 

Lwv

 + 

1

2

z

(

)

cos

g

z

b

-

 + 

1

n

1

2

(

)

-

 + 

1

2

n

b

(

)

sin

g

z

(

)

-

 + 

1

n

g

,
[image: image10.wmf] := 

Lxv

 + 

z

(

)

cos

g

z

a

b

-

 + 

1

n

a

b

(

)

sin

g

z

n

(

)

-

 + 

1

n

g

,
[image: image11.wmf] := 

Lyv

 - 

b

2

z

(

)

cos

g

z

-

 + 

1

n

(

)

-

 + 

 - 

a

2

n

a

2

b

2

(

)

sin

g

z

(

)

-

 + 

1

n

g

,
[image: image12.wmf] := 

Lzv

-

g

(

)

sin

g

z

z

b

-

 + 

1

n

,
[image: image13.wmf] := 

Luw

 - 

1

2

z

(

)

cos

g

z

a

-

 + 

1

n

1

2

(

)

-

 + 

1

2

n

a

(

)

sin

g

z

(

)

-

 + 

1

n

g

,
[image: image14.wmf] := 

Lvw

 - 

1

2

z

(

)

cos

g

z

b

-

 + 

1

n

1

2

(

)

-

 + 

1

2

n

b

(

)

sin

g

z

(

)

-

 + 

1

n

g

,
[image: image15.wmf] := 

Lww

 + 

1

2

(

)

-

 + 

2

2

n

(

)

cos

g

z

-

 + 

1

n

1

2

(

)

-

 - 

z

b

2

z

a

2

(

)

sin

g

z

(

)

-

 + 

1

n

g

,




(1)
[image: image16.wmf] := 

Lxw

-

g

(

)

sin

g

z

z

a

-

 + 

1

n

,
[image: image17.wmf] := 

Lyw

-

g

(

)

sin

g

z

z

b

-

 + 

1

n

,
[image: image18.wmf] := 

Lzw

-

 - 

(

)

 + 

z

a

2

z

b

2

(

)

cos

g

z

-

 + 

1

n

(

)

-

 - 

b

2

a

2

(

)

sin

g

z

(

)

-

 + 

1

n

g

,
[image: image19.wmf] := 

Lux

-

 + 

1

4

a

2

z

(

)

cos

g

z

(

)

-

 + 

1

n

g

2

1

4

(

)

 + 

 - 

 - 

4

n

a

2

4

b

2

n

4

b

2

3

a

2

(

)

sin

g

z

(

)

-

 + 

1

n

g

3

,
[image: image20.wmf] := 

Lvx

 - 

1

4

a

b

(

)

sin

g

z

g

3

(

)

-

 + 

1

n

1

4

a

b

z

(

)

cos

g

z

g

2

(

)

-

 + 

1

n

,
[image: image21.wmf] := 

Lwx

1

4

a

z

(

)

sin

g

z

g

(

)

-

 + 

1

n

,
[image: image22.wmf] := 

Lxx

 + 

1

2

(

)

-

 + 

2

2

n

(

)

cos

g

z

-

 + 

1

n

1

2

z

(

)

sin

g

z

a

2

(

)

-

 + 

1

n

g

,
[image: image23.wmf] := 

Lyx

1

2

a

b

z

(

)

sin

g

z

g

(

)

-

 + 

1

n

,
[image: image24.wmf] := 

Lzx

 - 

1

2

z

(

)

cos

g

z

a

-

 + 

1

n

1

2

(

)

-

 + 

1

2

n

a

(

)

sin

g

z

(

)

-

 + 

1

n

g

,
[image: image25.wmf] := 

Luy

 - 

1

4

a

b

(

)

sin

g

z

g

3

(

)

-

 + 

1

n

1

4

a

b

z

(

)

cos

g

z

g

2

(

)

-

 + 

1

n

,
[image: image26.wmf] := 

Lvy

-

 + 

1

4

b

2

z

(

)

cos

g

z

(

)

-

 + 

1

n

g

2

1

4

(

)

 + 

 - 

 - 

4

b

2

n

4

n

a

2

4

a

2

3

b

2

(

)

sin

g

z

(

)

-

 + 

1

n

g

3

,
[image: image27.wmf] := 

Lwy

1

4

b

z

(

)

sin

g

z

g

(

)

-

 + 

1

n

,
[image: image28.wmf] := 

Lxy

1

2

a

b

z

(

)

sin

g

z

g

(

)

-

 + 

1

n

,
[image: image29.wmf] := 

Lyy

 + 

1

2

(

)

-

 + 

2

2

n

(

)

cos

g

z

-

 + 

1

n

1

2

b

2

z

(

)

sin

g

z

(

)

-

 + 

1

n

g

,
[image: image30.wmf] := 

Lzy

 - 

1

2

z

(

)

cos

g

z

b

-

 + 

1

n

1

2

(

)

-

 + 

1

2

n

b

(

)

sin

g

z

(

)

-

 + 

1

n

g

,
[image: image31.wmf] := 

Luz

1

4

a

z

(

)

sin

g

z

g

(

)

-

 + 

1

n

,
[image: image32.wmf] := 

Lvz

1

4

b

z

(

)

sin

g

z

g

(

)

-

 + 

1

n

,
[image: image33.wmf] := 

Lwz

 + 

1

4

z

(

)

cos

g

z

-

 + 

1

n

1

4

(

)

 - 

4

n

3

(

)

sin

g

z

(

)

-

 + 

1

n

g

,
[image: image34.wmf] := 

Lxz

 + 

1

2

z

(

)

cos

g

z

a

-

 + 

1

n

1

2

(

)

-

 + 

1

2

n

a

(

)

sin

g

z

(

)

-

 + 

1

n

g

,
[image: image35.wmf] := 

Lyz

 + 

1

2

z

(

)

cos

g

z

b

-

 + 

1

n

1

2

(

)

-

 + 

1

2

n

b

(

)

sin

g

z

(

)

-

 + 

1

n

g

,
[image: image36.wmf] := 

Lzz

 + 

1

2

(

)

-

 + 

2

2

n

(

)

cos

g

z

-

 + 

1

n

1

2

(

)

-

 - 

z

b

2

z

a

2

(

)

sin

g

z

(

)

-

 + 

1

n

g

.
где 
[image: image37.wmf]n

 - коэффициент Пуассона тела;

[image: image38.wmf]Gw

W

G

V

Gu

U

=

=

=

,

,

u

 - пропорциональные величины для перемещений 
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 - бесконечный операционный ряд, разложение тригонометрической функции sin в ряд Маклорена;
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 - бесконечный операционный ряд, разложение тригонометрической функции cos в ряд Маклорена [3, с. 93].

Решение общей задачи в MAXIMA:
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(2)
где 
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 - функции, задаваемые на плоскости z=0 (начальные).
Операторы 
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. Множество из 36 операторов 
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 определяет матрицу прямого линейного дифференциального преобразования:
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(3)
Умножив матрицу (3) на вектор 
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 получим формулы (2).

Если в формулах (2) считать 
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 искомыми, будем иметь обратное преобразование. В этом случае задача сводится к интегрированию системы из шести совместных дифференциальных уравнений в частных производных. Это сложная задача, но ее можно решить иначе, если выходить из физического содержания проблемы. 

Принимая плоскость 
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 - за искомые и предоставляя координате z отрицательное значение и исходя из формул операторов (одни из них изменяют знак при подстановке, а другие нет), учитывая физический смысл задачи, получится:
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(4)
Эти формулы позволяют определить матрицу обратного линейного дифференциального преобразования, предложенную В.З. Власовым [4, с. 368]. Вид матрицы обратного линейного дифференциального преобразования аналогичен виду матрицы (2) за исключением знаков перед операторами 
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(5)

Подставляя функции 
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, которые определяются формулами (4) в правые части равенств прямого преобразования (4) получаются тождественные уравнения. Этот свойство выполняется и наоборот: для функций 
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. Чтобы убедиться в этом, необходимо формулы (2) подставить в (4). Отсюда вытекает, что преобразования (2) и (4) ортогональные. Убедиться в правильности обратного линейного дифференциального преобразования можно с помощью умножения двух матриц (3) и (5). В результате получим матрицу с единичной главной диагональю. 
Операторы преобразования (2) являются взаимными (в этом можно убедиться, проанализировав результаты работы программы), т.е.:
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(6)
Взаимность операторов LVU  и  LUV и симметричных с ними операторов LXY и LYX преобразований (2) и (4) обуславливается изотропностью упругого тела относительно оси z:
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(7)
Результатом работы программы является полностью аналитически проверенное свойство ортогональности матриц прямого и обратного преобразований. Перемножив матрицы (3) и (5) для прямого преобразования получится единичная матрица. Однако эти результаты требуют дополнительного анализа, так как они операторно-символические. В работе [5, с. 84] с помощью Фурье преобразования этот анализ произведен. 
Для обратного преобразования результат будет аналогичным, только теперь необходимо (5) умножить на (3). Получится единичная матрица для обратного преобразования, таким образом для матриц (3) и (5) выполняется коммутативность умножения, что подтверждает закон ортогональности матриц. Определитель матрицы (3) после аналитических преобразований в Maxima имеет следующий вид:.
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(8)
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Результат (8) развернутый вид куба суммы квадратов sin и cos и равен единице. Аналогично находится определитель для матрицы обратного преобразования (5).
В результате проведенного анализа было проверено свойство ортогональности матриц прямого и обратного преобразований. Эти функции разлагаются в символические бесконечные ряды Маклорена с производными высоких порядков. 
Благодаря проверенным выше свойствам в задачах теории упругости можно производить операции с разлагаемыми операционными трансцендентными функциями, как с обычными функциями. На этой основе строится новая теория операторно-символического исчисления для задач теории упругости в двумерной и трехмерной постановке, позволяющая эффективно рассчитывать их на ЭВМ.
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