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ФОРМАЛІЗАЦІЯ АКСІОМАТИЧНОГО МЕТОДУ 
За допомогою аксіоматичного методу людство зробило величезний стрибок в області пізнання оточуючого світу. Якщо до початку ХІХ століття переважало уявлення про існування єдиного, богом створеного простору, то відкриття геометрії Лобачевского довело можливість існування інших просторів, які описано в неевклідових геометріях, і тим самим дало новий поштовх у розвитку аксіоматичного методу, який в свою чергу призвів до спроб нової дедуктивної побудови геометрії, яка б відповідала сучасним вимогам науки. Німецький математик М.Паш запропонував аксіоми порядку, які пов’язані з логічно необґрунтованим до тих пір поняттям «між». Італійські математики Дж.Пеано, Дж.Веронезе, М.Піері також внесли визначний вклад в наступні обґрунтування геометрії – в розробку аксіоматики обґрунтувань арифметики. Г.Кантор і Р.Дедекінд досліджували аксіоми неперервності.  В історії розвитку аксіоматичного методу важливу роль зіграли аксіоми Д.Гілберта (1862-1943).  Раніше стверджували, що аксіоми – це очевидна істина, яка не потребує доведення, або істина, яку неможливо довести. С точки зору Гілберта, аксіоми – це твердження, які приймаються без доведення з метою розкриття основних понять і побудови на їх основі строго дедуктивної системи. Аксіоматичний метод, вперше розроблений Д.Гілбертом в геометрії з нових позицій, став застосовуватися і в інших галузях математики: теорії множин, алгебрі, топології, теорії ймовірності. Крім того, аксіоматичний метод стали використовувати і при побудові інших наук, особливо, фізики. [13, с.22]
  У 1918 році Г.Вейль запропонував свою аксіоматику, яка ґрунтується на застосуванні векторного простору. Вона містить 15 аксіом: 1-2 – аксіоми афінного простору, 8 – аксіоми векторного простору, 1 – аксіома розмірності і 4 аксіоми білінійної форми. 
Основні поняття теорії доведення Гілберта тісно пов’язані з математичною логікою, одним з досягнень якої є створення мови, яка дозволяє записати будь-яке математичне припущення у вигляді формули. Так, кожна аксіома даної аксіоматичної теорії може бути виражена у вигляді деякої формули, це так звані аксіоматичні аксіоми. Крім них, є ще аксіоми логіки, які запозичені з математичної логіки. Ця різниця між математичними і логічними аксіомами, можливо виражає в сучасній формі той принцип, за яким Евклід розрізняв постулати і аксіоми. Дана гілбертовська концепція аксіоматичного методу називається формалізмом. Аксіоматичні теорії, які розглядаються в такий спосіб, називаються формалізованими теоріями. Такі логічні поняття, як несуперечливість або повнота формальної теорії, мають змістовний сенс, тобто відносяться до області нашого розуміння. 

Створюючи теорію доведень, Гілберт намагався перш за все довести несуперечливість таких аксіоматичних теорій, які лежать в основі математики, як арифметика і теорія множин. Суперечні питання цих теорій пов’язані з поняттям нескінченності. Гілберт старався довести несуперечливість вищеназваних теорій, користуючись тільки фінітними засобами, тобто прийомами, які не допускають у якому-небудь вигляді нескінченності. Хоча розв’язати цю задачу йому не вдалося, в його теорії доведень було отримано ряд важливих результатів. [7, с.125]  Гильбертовська аксіоматизація геометрії дозволила Ф. Клейну і А. Пуанкаре довести несуперечність геометрії Лобачевского відносно евклідової геометрії за допомогою вказівки інтерпретації понять і пропозицій неевклідової геометрії в термінах геометрії Евкліда, або, як то кажуть, побудови моделі першої засобами другої. Метод моделей (інтерпретацій) став з тих пір найважливішим методом встановлення відносної несуперечності аксіоматичних теорій. 
У розумінні основних проблем формалізації - її суті, пізнавальної цінності, умов і меж застосування - серед філософів, логіків і істориків науки відсутня єдина думка. Нерідко висловлюються прямо протилежні погляди - перебільшення ролі формалізації і формалізованого мови і недооцінка значення формалізованих методів дослідження. Формалізація — відображення змістовного зна​ння в знаково-символічному вигляді. Формалізація базується на різноманітних природних та штучних мовах. Значення формалізації в науковому пізнанні полягає в наступному:
1. дає можливість аналізувати, уточнювати, визначати та роз'яснювати (експлікувати) поняття. Повсякденні уявлення (виражені в розмовній мові), хоча і здаються більш ясними і очевидними з точки зору здорового глузду, виявляються невідповідними для наукового пізнання в силу їх невизначеності, неоднозначності та неточності;
2. набуває особливу роль при аналізі доказів. Представлення доказів у вигляді послідовності формул, що отримуються з вихідних за допомогою точно зазначених правил перетворення, надає йому необхідну строгість і точність;
3. служить основою для процесів алгоритмізації і програмування обчислювальних пристроїв, а тим самим і комп'ютеризації не тільки науково-технічного, але й інших форм знання. 
Відштовхуючись від певного рівня розвитку змістовно побудованої наукової теорії, формалізація перетворює її, виявляє деякі такі її особливості, які не були зафіксовані на змістовно-інтуїтивному рівні. Це змушує шукати змістовні аналоги тих чи інших компонентів формалізованої теорії, спочатку вводяться з чисто формальних міркувань (простоти, симетричності і т. д.), і приваблює тим самим увагу дослідників до таких особливостей теорії (і предмета, з її допомогою досліджуваного), які в змістовно побудованої теорії не були представлені в явному вигляді.
Відомо чимало прикладів виникнення цілих наукових теорій, вихідним імпульсом до формування яких дали чисто формальні міркування і перетворення; найбільш відомі приклади такого роду - неевклідова геометрія і теорія груп. 
Однак у 1931 р. Курт Гедель у статті «Про формально нерозв’язних пропозиціях Principia Mathematica  і споріднених систем» довів відому теорему про неповноту формалізованої арифметики. Він довів, що в будь-який формальної системи, здатної виразити арифметику натуральних чисел, є нерозв’язні (тобто недоведені і разом з тим незаперечні в даній системі) пропозиції. Таким чином, несуперечності не можна досягти, використовуючи інструменти, що належать до тієї ж формальної системі. Це була справжня поразка програми Гілберта.
Неповнота формалізованих систем, що містять арифметику, означає, що у змістовній математичної теорії завжди можна знайти справжню пропозицію, яку не можна довести за допомогою аксіом формальної теорії. Крім того, у більшій формальній системі, до якої недоведена пропозиція приєднана як аксіома, її можна тривіально довести, але тим не менше і в новій системі є можливість аналогічно побудувати недоведену пропозицію і, таким чином, завжди залишається певний «залишок формалізації». Ця теорема показала неможливість дати у рамках формальної побудови підставу всій як сьогоднішній, так і майбутній математиці. Гедель показав нездійсненність в цілому програми Гілберта, яка передбачала повну формалізацію істотної частини математики. Вона обмежила саму ідею, яка виходить від робіт Лейбніца, про формалізацію всієї раціональної думки у вигляді синтаксичних структур і розумінні мислення як гри символів незалежно від їх значення. Тому теорема Геделя часто розглядається як досить суворе обґрунтування принципової неможливості повної формалізації наукових міркувань і наукового знання в цілому. Строго кажучи, існують дві теореми Геделя, яким у математичній логіці (і не тільки в ній) надається особливе значення: перша стверджує, що формальні системи є неповними, а друга - що несуперечливість формальної системи не може бути доведена засобами самої цієї системи. Але їх часто об'єднують в одну теорему, як робив це і М. Брайчевський. І важко переоцінити той вплив, який вона мала на його світогляд. Йдеться про принципову, концептуальну обмеженість раціонального мислення як засобу пізнання істини [3,c.19]. Те, що можливості людського розуму обмежені, а пізнання недосконале, було відомо завжди. Результати робіт Геделя викликали інтенсивні дослідження обмеженості формальних систем (роботи А. Черча, С. Кліні, Тарського та ін.). Теореми Альфреда Тарського (1902-1984) про формалізацію поняття істини для досить багатьох формалізованих теорій виявили обмеженість дедуктивних і виразних можливостей формалізмів. Тарський довів внутрішню обмеженість виразних можливостей формалізованих теорій - неможливість строго формальними методами передати весь той пізнавальне зміст, який виражається досить багатьма змістовними науковими теоріями, що зазнали формалізації. Таким чином, так звані обмежувальні теореми Черча, Тарського і Геделя переконливо показують, що зі складу математики та формальної логіки не можна виключити пропозиції, які через певні змістовні мотиви, не можна не визнати дійсними, але які, тим не менш, неможливо розв’язати на основі правил побудови відповідних формальних систем.
У статті «Доведення теореми Геделя про неповноту, яке засновано на поняттях функціонального програмування» А.М.Миронов наводить декілька аргументів на користь застосування аксіоматичного методу. Як відомо, найбільш правильний спосіб організації наукових знань це представлення їх у вигляді логічних наслідків, які виводяться на основі формальних правил виводу з деяких вихідних тверджень, істинність яких на підлягає сумніву. Даний спосіб організації знань найбільш переважним тому, що:

1. наявність у деякої сукупності знань логічної структури істотно спрощує оволодіння даними знаннями;
2. логічна структуризація знань полегшує її об’єктивність і надійність, оскільки така обробка може бути проведена тільки за допомогою формальних операцій над символьним строками, без допомоги розпливчасто-неформальної і суб’єктивної інтерпретації понять, які виражаються даними строками. Крім того, зведення задачі обробки знань до задачі виконання операцій над строками забезпечує можливість автоматизації обробки знань;
3. оскільки критерієм істинності логічно структурованих знань є їх відповідність деяким синтаксичним правилам, то логічна структуризація знань полегшує перевірку помилковості в міркуваннях, в яких використовуються дані знання, оскільки вона дозволяє звести задачу знаходження помилок в міркуваннях до задачі перевірки правильності використання синтаксичних правил при формальних операціях над символьними строками;
4. представлення сукупності знань у вигляді логічних наслідків з деяких вихідних принципів є інструментом синтезу нових знань, оскільки процес отримання нових знань може мати вигляд формальної комбінації вже встановлених тверджень з використанням підходящих правил логічного висновку.

Аксіоматичний метод став зародком бурного розвитку багатьох областей математики, збагатив їх новими плідними підходами і глибокими результатами. Найбільш яскраво це проявилося в алгебрі, яка, завдяки використанню у ній аксіоматичного методу, зайняла центральне місце в математиці.

Деякій час існувало переконання, що на базі аксіоматичного методу можна побудувати всю математику, тобто всю сукупність істинних математичних тверджень можна представити у вигляді логічних наслідків деяких аксіом, що дозволяє звести задачу отримання нових математичних знань до виконання формальних операцій над символьними строками по раніше заданим правилам.
Теорема Геделя є переконливим підтвердженням тези про те, що головне джерело розвитку математики знаходиться за її межами. Найбільш істотні зміни в математиці, які призводять до виникнення нових, більш сильних концепцій і пов’язаних з ними формальних систем понять, вони можуть прийти тільки в результаті взаємопроникнення і взаємовпливу самих різних областей наукової, культурної і практичної діяльності. На думку В.І.Арнольда, процес алгебраізації і аксіоматизації математики, який продовжувався більш ніж півстоліття, призвів до розриву між мовами сучасної математичної літератури і природознавством. Уявлення про математику як своєрідну логічну гру – аналіз наслідків з довільних систем аксіом, нанесло особливу шкоду. З’явилися десятки тисяч робіт алгебраїстів, в яких повністю відсутні які-небудь вказівки на те, для чого потрібен предмет дослідження і яке призначення результатів. В.І.Арнольд призиває ліквідувати ореол непізнанності, який створено навколо математики дедуктивно-аксіоматичним її викладом[1, с.117]

Отже, не може бути ніякої досконалої системи аксіом. Все, до чого ми можемо і повинні прагнути, – це будувати все більш кращі системи аксіом. В філософському значенні урок Геделя полягає, в тому, що рух пізнання до абсолютної істини можливий лише через суму відносних істин. Аксіоматичний метод схильний також критиці, його неприйняття породило декілька філософських напрямків, реалізованих у математиці: інтуїціоністиький і конструктивістський. Розглянуті напрями дозволили виявити таку фундаментальну особливість математики як неповнота формалізації будь-яких змістовних математичних теорій і показали, що правомірно казати у ХХ столітті про феномен «множинності математик».

Сам аксіоматичний метод вже не являється домінантою в математиці, поступаючись лідерством іншим конструкціям породження нового знання, витоки якого знову з’являються в фізиці та механіці. Але, скільки б ні продовжувалося це положення речей, можна бути впевненим в тому, що настане час, коли знайдені нові результати і побудовані ефективні теорії будуть вимагати свого осмислення, яке можливо лише на базі аксіоматичного мислення - така діалектика розвитку математичного знання.

Таким чином, визначення аксіоматичного методу як деякої систематичної процедури, що складається з послідовності повторюваних операцій, застосування яких у кожному конкретному випадку приводить до досягнення мети, застосовне лише для методів практики і елементарних методів науки, що мають алгоритмічний характер. Складні ж проблеми науки найменше піддаються алгоритмізації, і їх рішення не можна звести до застосування будь-яких готових правил і рецептів. Вони вимагають мобілізації всіх інтелектуальних зусиль вченого і наполегливого творчого пошуку.
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