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MAXIMUM VA MINIMUM QATNASHGAN TENGSIZLIKLAR

Isbotlanishi talab etiladigan tengsizliklarning juda ko'p turlari mavjud. Biz ushbu maqolada o'quvchilarga [image: image2.png]maximum



 va [image: image4.png]minimum



 qatnashgan tengsizliklarni isbotlashning bir necha xil usullarini taqdim etamiz.  

1. (Bosniya Milliy Olimpiadasi 2008) Agar [image: image6.png]X,¥,Z



 lar haqiqiy sonlar bo'lsa, u holda 

       [image: image8.png]X2 +y2+22 —xy—yz— zz>max{



                  (1)
tengsizlikning o'rinli ekanligini isbotlang.

ISBOT: Masala shartida berilgan tengsizlikning har ikkala tomoni simmetrik bo'lganligi uchun umumiylikka zarar yetkazmasdan [image: image10.png]


 deb olishimiz mumkin. Bundan
[image: image11.png]max 3x—y)? 3(y—2)? 3(z—x)*] 3(z—x)?
+ T 4 T4 T 4




ekanligi osongina kelib chiqadi. Demak, (1) tengsizlik

[image: image12.png]4y 27— xy—yz—zx 2 SE




ga teng kuchli ekan. 

[image: image13.png]22 +y*+ 2%

xy—yz—zx)=(x—y)?+(y—2)?+(z—x)?




ayniyatdan foydalansak,

                              [image: image15.png]3(z—x)*
2

G-+ -2"+(E-x)?2




                         (2)
ni isbotlasak yetarli. Agar [image: image17.png]a=x—y, b=y—z



 deb almashtirish olsak, (2) ning 
[image: image18.png]3
az+b2+(a+b)2zi(aer)2




ga ekvivalent ekanligini topamiz, bu yerda [image: image20.png]a,b



 lar haqiqiy sonlar. Bu tengsizlik esa soddalashtirilgandan so'ng barcha [image: image22.png]a,b



 lar uchun o'rinli bo'lgan [image: image24.png](a—b)?*=0



 ko'rinishga keladi. Masala isbotlandi.

2. (Eron Milliy Olimpiadasi 1998) Agar [image: image26.png]a,b,c,d



 musbat sonlar uchun [image: image28.png]abed =1



 tenglik o'rinli bo'lsa, u holda 

[image: image30.png]a’+b’+C’+d’2mu{a+b+c+d,l+%+1+;}



 
tengsizlikni isbotlang. 
ISBOT: Bu tengsizlikni isbotlash uchun 
                                    [image: image32.png]a*+b+ct+d*za+b+c+d



                                 (3)

va
                                      [image: image34.png]@D+ AP 2



                                 (4)

tengsizliklarning har ikkalasini ham isbotlash yetarli. 

Avval (3) ni isbotlaymiz. [image: image36.png]S=a+b+c+d



 bo'lsin. O'rta-arifmetik va o'rta-geometrik miqdorlar orasidagi munosabatga ko'ra 

[image: image37.png]=a+b+c+d=4Vabed = 4





tengsizlik, ya'ni [image: image39.png]


 o'rinli. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga ko'ra 
[image: image40.png]@+ +c+d®)A+1+1+D)(A+1+1+1)=(a+b+c+d)?




yoki

[image: image41.png]



tengsizlik o'rinli. [image: image43.png]


 dan foydalansak, [image: image45.png]


 ga, ya'ni 

[image: image46.png]ad+b+c*+d*=S




ga ega bo'lamiz. 

Endi (4) ni isbotlaymiz. [image: image48.png]abed =1



 ekanligidan (4) tengsizlik
                        [image: image50.png]a®+ b + ¢+ d® = abc + bed + cda + bda



                            (5)
ga teng kuchli. O'rta-arifmetik va o'rta-geometrik miqdorlar orasidagi munosabatdan foydalansak, 
[image: image51.png]a® + b + ¢® = 3abc




[image: image52.png]b® + c® + d* = 3bed




[image: image53.png]c®+d?+a® = 3cda




[image: image54.png]d® + a® + b*® = 3dab




ga ega bo'lamiz. Bularni qo'shib yuborib, hosil bo'lgan tengsizlikni 3 ga bo'lib yuborsak, (5) kelib chiqadi. Masala isbotlandi. 

3. Musbat [image: image56.png]a,b,c



 sonlar berilgan. Agar [image: image58.png]


 va                                 [image: image60.png]y = min{a, b, c}



 bo'lsa, isbotlang: 
[image: image61.png]* Vs 18abc
y x_ (a+b+c)a®+b?+c?)




ISBOT: Masala shartida berilgan tengsizlikning ikkala tomoni ham simmetrik ekanligidan umumiylikka zarar yetkazmasdan [image: image63.png]


 deb olamiz. Bundan [image: image65.png]


 va [image: image67.png]


 ekanligi kelib chiqadi.O'rta-arifmetik va o'rta-geometrik  miqdorlar orasidagi munosabatga ko'ra [image: image69.png]a® + ¢? = 2ac



 va [image: image71.png](a+ b+ c)? =27abc



 tengsizliklar o'rinli. Bulardan foydalansak, 
[image: image72.png]a c_a*+c? (a®+chb 2ach 54abc

= -
c a ac abc  ~(@+b+c)  (a+b+c)
27





ga ega bo'lamiz. Endi biz

[image: image73.png]S4abc 18abc
(a+b+ c)3 (a+b+c)(a®+b* + c?)





ni isbotlasak yetarli. Bu esa
[image: image74.png]3(a® +b*+c?)=(a+b+c)?




ga, yoki [image: image76.png](@a—b)?+(b—-c)+(c—a)>=0



 ga teng kuchli. Masala isbotlandi. 

4. (AQSh Milliy Olimpiadasi 2009) Musbat [image: image78.png]


 sonlar berilgan, bunda                              [image: image80.png]n=2n €N



 va 
[image: image81.png]



shartlar o'rinli. Isbotlang: 
[image: image82.png]max{a,,a,, ...,a,} < 4-min{a,,a,,





ISBOT: Umumiylikka zarar yetkazmasdan 
[image: image83.png]



deb olishimiz mumkin. Koshi-Bunyakovskiy  tengsizligidan foydalanib,
[image: image84.png]



[image: image85.png]=(m+a,+--+M) 1+1+ +1 >Jﬁ+1+1+ +1+
—mTa Ml e, m) =\

n-zta




[image: image86.png]



ni, ya'ni 

[image: image87.png]



ni hosil qilamiz. Ildizdan chiqarsak,

[image: image88.png]NM—‘

>(+ 2+ M
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3




ga ega bo'lamiz. Bu esa [image: image90.png]5VMm = 2(m+ M)



 ga teng kuchli. Oxirgi tengsizlikning ikkala tomonini ham kvadratga ko'tarib yuboramiz:
[image: image91.png]25mM = 4m? + 8mM + 4M? © 4M? —17TMm+4m? <0 &




                                        [image: image93.png]& (AM—-m)(M—4m) <0



                                         (6)
[image: image95.png]


 ekanligidan [image: image97.png]4M—-m =0



 bo'ladi. Demak, (6) o'rinli bo'lishi uchun [image: image99.png]


 bo'lishi kerak. [image: image101.png]


. Masala isbotlandi. 

5. (Gretsiya Milliy Olimpiadasi 2008) [image: image103.png]


 natural sonlar berilgan. Agar                        [image: image105.png]


 va [image: image107.png]min{a,,a,, ..., a,)



 bo'lsa, isbotlang: 

[image: image108.png](G

i, af
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)
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e




Tenglik qachon bajariladi?
ISBOT: Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga ko'ra 
[image: image110.png]naa; = (O, a;)?




  tengsizlik, ya'ni  [image: image112.png]n-YXL,al = (L, a,)?




tengsizlik o'rinli. Bu esa
                                                       [image: image114.png]


                                     (7)
ga teng kuchli. [image: image116.png]


 da [image: image118.png]


 larning natural ekanligidan [image: image120.png]


 bo'ladi. Bundan (7) tenglikning o'ng tomoni 1 dan katta yoki teng ekanligi kelib chiqadi. Bundan tashqari masala shartidan [image: image122.png]


, ya'ni [image: image124.png]M

%



 ekanligi ma'lum. Ushbu faktlar, (7) tengsizlik hamda o'rta-arifmetik va o'rta-geometrik miqdorlar orasidagi munosabatdan foydalansak, 
[image: image125.png]



ga ega bo'lamiz. Tenglik [image: image127.png]


 larning barchasi o'zaro teng bo'lganda bajariladi. Masala isbotlandi. 
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